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1. Yapay Zeka ve Matematik

Yapay zeka, sanal gerceklikten islevsel araclara kadar, hayatlarimizi daha 6nce hi¢ kimsenin
gormedigi veya beklemedigi sekillerde isgal etmeye basladi. Yapay Zeka araglari ve otonom
sohbet algoritmalari, hizla gelisen teknoloji alaninda bir atiimin esiginde. Yapay Zeka sihir
degildir; sadece matematiktir. Diisiinerek karar veren makinelerin arkasindaki fikirler ve
insan davranisini taklit etme olasiligl matematiksel kavramlar yardimiyla yapilmaktadir.

Yapay Zeka, koki Matematik olan bir agacin govdesi ve dallaridir. Yapay Zeka alaninda
kariyer yapmak ve basarili olmak istiyorsaniz temel uygulamali matematik calismaniz
gerekmektedir; sadece bilim kurgu hayrani olmak yeterli olmayacaktir. Bir Yapay Zeka
kariyeri insa edeceksin ve uzaydaki maden yagmalamasina hiikmedecekseniz, matematikle
arkadas olun, goreceksiniz diinyaniz sallanmaya baslayacaktir. Bir matematikgi ve yapay zeka
uzmani olarak, yapay zeka ve matematik arasindaki buylli baglantiyi sizinle paylasmak
istiyorum.

Yapay zeka problemleri iki genel kategoride olusur; Arama Problemleri ve Temsil
Problemleri. Bunlari, Kurallar, Cerceveler, Mantiklar ve Aglar gibi birbirine bagh modeller ve
araclar takip eder. Hepsi cok matematiksel konular.

Yapay zekanin birincil amaci, insan anlayisi icin kabul edilebilir bir model olusturmaktir. Ve
bu modeller, matematigin cesitli dallarindan gelen fikir ve stratejilerle hazirlanabilir.

Kendi kendine giden arabalari distiniin; amaglari, video goriintilerindeki nesneleri ve
insanlari tanimaktir. Kameralardan ve algilayicilardan akan veri nehrinden beslenen veri
denizinin icnde ylizecek bir araba disinin. Bu arabalarin arkasinda minimizasyon siregleri
ve geri yayllim seklinde matematik vardir. Matematik, bilim adaamlarinin yiizlerce yildir
bilinen geleneksel yontem ve teknikleri kullanarak zorlu derin soyut problemleri ¢c6zmelerine
yardimci olur.

Makine 6grenimi miihendisi, veri bilimcisi veya robot bilimcisi olarak kariyer yapmak
istiyorsaniz, matematikte basarili olmaniz gerekir. Matematik, yapay zekada hayati 6nem
tasiyan analitik disiinme becerileri gelistirir.

Yapay Zeka'da ne tiir matematik kullanilir?

Tim 6nemli ilerlemelerin arkasinda matematik vardir. Lineer cebir, matematik, oyun teorisi,
olasilik, istatistik, gelismis lojistik regresyon ve Gradient Descent kavramlarinin timu, veri
biliminin temel dayanaklaridir.



Matematik, mantiksal akil yiriitmeyi ve ayrintilara gosterilen 6zeni anlamada yardimci olur.
Baski altinda duslinme yeteneklerinizi gelistirir ve zihinsel dayanikliliginizi artirir.
Matematiksel kavramlar, varsayimsal veya sanal problemlerin gercek ¢c6ziimini verir. Bu,
yapiyla, bilesenlerde herhangi bir degisiklik yapsaniz bile dogru kalan ilkeleri gelistirmekle
ilgilidir.

Yapay zekada matematigin li¢ ana dali lineer cebir, hesaplamali matematik ve olasiliktir.

1. Cebir
Cebir bilgisi belki de genel olarak matematik icin temeldir. Toplama, ¢ikarma, carpma ve
bolme gibi matematiksel islemlerin yani sira asagidakileri de bilmeniz gerekir:

e Usler

e Kokler

e Faktoriyeller

e Toplamlar

e Bilimsel gosterimler

2. Lineer Cebir

Lineer Cebir, yapay zeka uzmanlarinin onsuz yasayamayacagi bir sey olan uygulamal
matematik alanidir. Bu alanda uzmanlagmadan asla iyi bir yapay zeka uzmani olamazsiniz.
Skyler Speakman'in dedigi gibi, “Lineer Cebir, 21. ylzyilin matematigidir.”

Lineer Cebirin skaler, vektorler, tensorler, matrisler, kiimeler ve diziler yeni fikirler iretmeye
yardimci olur, bu ylizden yapay zeka uzmanlari ve arastirmacilari icin mutlaka 6grenilmesi
gereken bir alandir. Topoloji, oyun teorisi, grafik teorisi, fonksiyonlar, dogrusal dontistimler,
o0zdegerler ve 6zvektorler kavramlari ile veri ve modelleri soyutlayabilirler.

Lineer Cebir, bilim ve miihendisligin diger bircok alaninda oldugu gibi yapay zekada da
birincil matematiksel hesaplama aracidir. Bu alanla, temel matematiksel nesneleri ve
ozellikleri anlamaniz gerekir:

o Skaler buyuklikler: Sayi ve birim kullanilarak belirtilebilen blytkliuklere skaler buyiklik
denir. Ornegin 2 kg, 20 m gibi buyiklikler skaler biyikliiklerdir. Gercek veya dogal tek
bir sayi olabilir. Kitle, elektriksel yik, sicaklik ve bir ortamdaki bir noktanin elektrik
potansiyeli skaler niceliklerdir. 3 boyutlu evrende iki nokta arasindaki mesafe skalerdir,
fakat birinden digerine olan yon ile beraber belirtildiginde vektorel bir nicelik olur. Fizikte
Olclimi yapilan baslica iki buyiklik vardir; skaler ve vektorel baytkliklerdir.

e Vektorel buyiikliikler: BuyuklGgi, baslangigc noktasi, yoni ve ekseni ya da dizlemi olan
blyukliklere vektorel biytklik denir.

e Matematikte matris, dikdértgen bir sayilar tablosu veya daha genel bir agiklamayla,
toplanabilir veya carpilabilir soyut miktarlar tablosudur. Matrisler daha ¢ok dogrusal
denklemleri tanimlamak, dogrusal donlisimlerde (lineer transformasyon) carpanlarin



takibi ve iki parametreye bagh verilerin kaydedilmesi amaciyla kullanilirlar. Matrislerin
toplanabilir, ¢ikartilabilir, carpilabilir, boélinebilir ve ayristirilabilir olmalari, dogrusal cebir
kuraminin temel kavrami olmalarini saglamistir.

Matematikte, tensor, ¢ok boyutlu verinin simgelenebildigi geometrik bir nesnedir.
Skaler denilen yonsiiz nicel buyikliukler, vektér denilen yonli buayuklikler ve matris
denilen iki boyutlu nesneler birer tensérdiir. Tensor, tim bu nesnelerin genellestirilmis
halidir ve ¢ok boyutlu veri kiimeleri igcin kullanilir. Nesnenin kag¢ boyutla ifade edildigine
de tensorin derecesi denilir. Bir skalerin derecesi sifir, bir vektoriin bir, bir matrisin ise
ikidir. Tensorler Gg ve Uzeri dereceye sahip olabilir.Tensorler —N eksenli dizenli bir
1zgara Uzerinde diizenlenmis sayilarin bir N-D dizisi (N>2). Makine Ogrenimi, Derin
Ogrenme ve Bilgisayarla Gérmede Onemlidir.

Ozvektoérler ve Ozdegerler — 6zel vektorler ve bunlara karsilik gelen skaler nicelik.
Muhendislikte sik sik karsilagilan problemlerin 6znesidir. Bir vektériin 6zdegerleri o
matrisin karakteristik polinomunun kékleridir. Ozdegerler, 6zvektorler ve ézuzaylar, bir
matrisin ozellikleridir ve matris hakkinda 6nemli bilgiler verir. Matrislerin ¢arpanlarina
ayrilmasinda kullanilabilirler. Uygulamali matematik alanlarinda oldugu kadar finans ve
kuantum mekaniginde de kullanilir. Bir vektor Gzerine uygulanan matris o vektériin hem
blyuklGginl, hem de yonlini degistirir. Buna ragmen, bir matris bazi belirli vektorler
Uzerine etkidiginde onlarin sadece bulyuklGguni degistirir, dogrultularini degistirmez
(ancak vektorin yonu ters cevrilebilir). Dogrultusu degismeyen bu vektorler s6z konusu
matrisin 6zvektorleri olarak adlandirilir. Bir matris, bir 6zvektérli Uzerine etkidiginde
onun buyUkliguni bir ¢arpan kadar katlar. Bu carpan pozitif ise vektoriin yoni
degismeden kalir, negatif ise vektoriin yonu tersine doner (her iki durumda da vektorin
dogrultusu degismez). Bu carpana, s6z konusu o6zvektore iliskin 6zdeger denir. Bir
Ozuzay, ayni Ozdegere sahip tiim Ozvektorlerin olusturdugu kimedir. Bu kavramlar
matrisler, vektorler ve dogrusal donitstiimler Gizerinde tanimhidir.

istatistikte, temel bilesen analizi (TBA), cok boyutlu uzaydaki bir verinin daha disiik
boyutlu bir uzaya izdlsimiini, varyansi maksimize edecek sekilde bulma yontemidir.
Uzayda bir noktalar kiimesi icin, tim noktalara ortalama uzakligi en az olan "en uygun
dogru" secilir. Daha sonra bu dogruya dik olanlar arasindan yine en uygun dogru
secilerek, bu adimlar, yeni bir boyutun varyansi belirli bir esigin altina inene kadar
tekrarlanir. Bu sirecin sonunda elde edilen dogrular, bir dogrusal uzayin tabanlarini
olusturur. Bu taban vektorlerine temel bilesen denir. Verinin temel bilesenleri
birbirinden bagimsiz olur. Bu kavram bazen orijinal terimin kisaltmasi olan PCA (ingilizce:
Principal component analysis) olarak da anilir. TBA'nin ana kullanim amaclari kesifsel veri
analizi yapmak ve kestirimsel modeller olusturmaktir.
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“Temel Bilesenler Analizi” olan PCA tanima, siniflandirma, goérintld sikistirma
alanlarinda kullanilan yararh bir istatistiksel tekniktir. Temel amaci yiiksek boyutlu
verilerde en yiksek varyans ile veri setini tutmak ancak bunu yaparken boyut
indirgemeyi saglamak olan bir tekniktir. Fazla boyutlu verilerdeki genel 6zellikleri
bularak boyut sayisinin azaltilmasini, verinin sikigtirilmasini saglar. Boyut azalmasiyla
bazi o6zelliklerin kaybedilecegi kesindir; fakat amaclanan, bu kaybolan o6zelliklerin
poptlasyon hakkinda ¢ok az bilgi iceriyor olmasidir. Bu yontem, yiiksek korelasyonlu
degiskenleri bir araya getirerek, verilerdeki en ¢ok varyasyonu olusturan “temel
bilesenler” olarak adlandirilan daha az sayida yapay degisken kiimesi olusturur.

3. Matematiksel Hesaplama

Diferansiyel hesap, Cok degiskenli hesap, integral hesap, Gradyan inis yoluyla hata
minimizasyonu ve optimizasyonu, Limitler, Gelismis lojistik regresyonlar, matematiksel
modellemede kullanilan tim kavramlardir.

Matematik, parametrelerdeki, fonksiyonlardaki, hatalardaki ve yaklasikhklardaki

degisikliklerle ilgilenir. Yapay Zekada ¢ok boyutlu hesaplamalarda, sapma bulmada, yoriinge
ongodrmede kullanilan matematiksel hesaplamada en 6nemli kavramlar (ayrintili olmamakla
birlikte):

Turevler — kurallar (toplama, carpim, zincir kurali vb.), hiperbolik tlirevler (tanh, cosh
vb.) ve kismi tiirevler.

Vektor/Matris Hesabi — farkli tirev operatorleri (Gradient, Jacobian, Hessian ve
Laplacian)

Gradyan (egim) Algoritmalari — yerel/global maksimumlar ve minimumlar, eyer
noktalari, disbikey fonksiyonlar, yiginlar ve mini yiginlar, stokastik gradyan inisi ve
performans karsilastirmasi.



4.

istatistik & Olasilik Kavramlari

Yapay zeka diinyasinda ¢ok fazla soyut problem var. Belirsizlik ve stokastikligi birgok
bicimde yasayabilirsiniz. Olasilik teorisi, belirsizlikle basa ¢ikmak igin araglar sunar. Bir

olayin meydana gelme sikligini analiz etmek igin, bir olayin meydana gelme sansi olarak

tanimlandigi igin olasilik kavramlari kullanilir.

Bir Robot diislinelim. Bir robot yalnizca belirli bir siire ileri gidebilir, ancak belirli bir

mesafeye gidemez. Bilim adamlari robotu ilerletmek igin programlamasinda matematigi

kullaniyor. Ayrik rastgele degiskenler, strekli rastgele degiskenler, Bayes Formili ve

normallestirme, diger lineer cebir kavramlariyla birlikte Robotik navigasyon ve harekette

kullanilan bazi olasilik kavramlaridir.

Bu konu muhtemelen zamaninizin 6nemli bir bélimiini alacaktir. lyi haber: Bu kavramlar

zor degil, bu ylzden bu kavramlarda ustalasmamaniz igin higbir neden yok.

Temel istatistikler — Ortalama, medyan, mod, varyans, kovaryans vb.

Olasilik — olaylarda (bagimli ve bagimsiz), 6rnek uzaylarda, kosullu olasilikta temel
kurallar.

Rastgele degiskenler — sirekli ve ayrik, beklenti, varyans, dagilimlar (ortak ve kosullu).
Bayes Teoremi — inanglarin gegerliligini hesaplar. Bayesian yazilimi, makinelerin
kaliplari tanimasina ve karar vermesine yardimci olur.

Maksimum Olabilirlik Tahmini (MLE) — parametre tahmini. Temel olasilik kavramlari
hakkinda bilgi gerektirir (ortak olasilik ve olaylarin bagimsizligi).

Ortak Dagilimlar — binom, poisson, bernoulli, gauss, Ustel.

5. Bilgi Teorisi Kavramlari

Bu konu, Al ve Derin Ogrenmeye dnemli katkilarda bulunan ve heniiz bircok kisi tarafindan

bilinmeyen 6nemli bir alandir. Bunu matematik, istatistik ve olasiligin bir karisimi olarak

distndn.

Entropi — Shannon Entropisi olarak da adlandirilir. Bir deneydeki belirsizligi 6lcmek icin
kullanihr.

Capraz Entropi — iki olasilik dagilimini karsilastirir ve bize bunlarin ne kadar benzer
oldugunu soyler.

Kullback Leibler Divergence — iki olasilik dagiliminin ne kadar benzer oldugunun baska
bir 6lcus.

Viterbi Algoritmasi — Dogal Dil isleme (NLP) ve Konusmada yaygin olarak kullanilr.
Enkoder-Dekoder — Makine Cevirisi RNN'lerinde ve diger modellerde kullanilir.



2. Lineer Cebir

Makine 6grenimi ve derin 6grenme sistemlerinin temeli tamamen matematik ilke ve
kavramlarina dayanmaktadir. Matematiksel ilkelerin temel temellerini anlamak zorunludur.
Modelin temel ¢izgisi ve insasi sirasinda, boyutsallik laneti, dlizenlilestirme, ikili, cok sinifl,
sirali regresyon ve digerleri gibi bircok matematiksel kavram akilda sanatsal olmalidir.
Yaygin olarak ndéron olarak adlandirilan temel derin 6grenme birimi, tamamen matematiksel
kavramina dayanir ve bu, girdi ve agirhgi iceren ¢arpim degerlerinin toplamini igerir.
Sigmoid, ReLU ve digerleri gibi aktivasyon fonksiyonlari matematiksel teoremler kullanilarak
olusturulmustur.

Bunlar, makine 6grenimi ve derin 6grenmenin temel kavramlarini uygun sekilde anlamak

icin temel matematiksel alanlardir:

J Lineer Cebir.

J Vektor Analizi.

. Matris Ayristirma.

J Olasilik ve Dagihmlar.
J Analitik Geometri.

Makine Ogrenimi ve Derin Ogrenmede Lineer Cebir

Lineer cebir, vektorlerin mevcudiyeti ve vektorleri islemek igin gesitli kurallar nedeniyle
makine 6greniminde gerekli bir rol oynar. Makine 6greniminde ¢ogunlukla siniflandiricilar
veya regresyon problemlerini ele aliyoruz ve ardindan gergek degerden tahmin edilen
degere kadar hesaplama yaparak hata minimizasyon teknikleri uygulaniyor. Sonug olarak,
daha 6nce bahsedilen hesaplama setlerini islemek icin lineer cebir kullaniyoruz. Dogrusal
cebir, blytk miktarda veriyi isler veya baska bir deyisle, “dogrusal cebir, verilerin temel
matematigidir”.

Makine 6grenimi (ML) ve derin 6grenmede kullandigimiz lineer cebir alanlarindan bazilari

sunlardir:
J Vektor ve Matris.
) Lineer Denklemler Sistemi.
] Vektor alani.
) Temel (Basis).

Ayrica, lineer cebir yontemlerini uyguladigimiz makine 6grenimi (ML) ve derin 6grenme

alanlari sunlardir:

) Regresyon Dogrusunun Tiretilmesi.

J Hedef degeri tahmin etmek icin Dogrusal Denklem.
J Destek Vektor Makinesi Siniflandirmasi (SVM).

] Boyutsal kigtlme.

J Ortalama Kare Hata veya Kayip fonksiyonu.



J Diizenlilestirme.
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2.1. Lineer Denklemler

The linear equation is the central part of linear algebra by which many problems are
formulated and solved. It is an equation for a straight line.
We represent the linear equation in figure:

y=4x-5

Example: y=4x-5 linner denkleminde x = 0 i¢in y=4*(0)-5, y=-5 bulunur. Denklemde y=0 icin
x=5/4 bulunr.

Dogrusal Regresyonda Dogrusal Denklemler

Regresyon, diiz ¢izgi icin denklemi veren bir siirectir. Belirli bir veri kiimesiyle en uygun satiri
bulmaya calisir. Dlz cizginin denklemi, dogrusal denklemi temel alir:

y=bx+a

a = Bu bir y kesisimidir ve dogrunun y eksenini kestigi noktayi belirler.

b = Bir egimdir ve dogrunun egim yoniini ve derecesini belirler.

Dogrusal regresyonda kac adet degisken vardir. Anlamlari nelerdir?



2.2. Korelasyon Analizi

Korelasyon analizi, bir fonksiyonun degiskenleri arasindaki iliskinin yoninu, derecesini ve
onemini ortaya koyan istatistiksel yontemdir. Degiskenler arasindaki iliskinin yonuni ve
derecesini belirten katsaylya korelasyon katsayisi denir.

Korelasyon katsayisi kii¢lik r harfi ile gosterilir ve r degeri -1 ile +1 arasinda degerler alir. Eger
r degeri -1'e yakin degerler aliyor ise degiskenler arasinda negatif yonde, +1’e yakin degerler
aliyor ise pozitif yonde bir iliski oldugu belirlenir. Eger r degeri sifira yakin degerler aliyor ise
iki degisken arasinda bir iliski olmadigi sonucuna varilir.

Korelasyon katsayisi negatif ise iki degisken arasinda ters iliski vardir, yani "degiskenlerden
biri artarken digeri azalmaktadir" denir. Korelasyon katsayisi pozitif ise "degiskenlerden biri
artarken digeride artmaktadir" yorumu yapltlir.

Cok sayida korelasyon analizi mevcuttur. Ancak en yaygin kullanilan korelasyon analizleri;
e Pearson carpim moment korelasyon katsayisi
e Spearman'in siralama korelasyon katsayisi

Verilerin normal dagilima sahip olmasi durumunda Pearson korelasyon katsayisi, verilerin
normal dagilmadigi durumda ise Spearman Rank korelasyon katsayisi tercih edilir. Bir
korelasyon katsayisinin yorumlanabilmesi icin p degerinin 0.05 den daha kiiciik olmasi
gerekir.

Pearson Carpim Moment Korelasyon Katsayisi:

. (L aiw) — (L) (S w)
Yr(Z ) - (Caa)? \/n(S6d) - (Sw)?

Korelasyon katsayisi (r) nin yorumu;
e r<0.2 ise ¢ok zayif iliski yada korelasyon yok
e 0.2-0.4 arasinda ise zayif korelasyon
e 0.4-0.6 arasinda ise orta siddette korelasyon
e (0.6-0.8 arasinda ise yliksek korelasyon
o 0.8>ise ¢ok yliksek korelasyon oldugu yorumu yapilir.



Ornek:

GLUCOSE

SUBJECT | AGEX | LEVELY XY X Y

1 43 99 4257 1849 9801

2 21 65 1365 441 4225

3 25 79 1975 625 6241

4 42 75 3150 1764 5625

5 57 87 4959 3249 7569

6 59 81 4779 3481 6561

s 247 486 20485 11409 | 40022

The answer is: r=2868 / 5413.27 = 0.529809
From our table:
o Jx=247
. 3y=486
o 3xy=20,485
e 3x°=11,409
o 3y*=40,022
¢ nisthesamplesize,n=6
The correlation coefficient = 6(20,485) — (247 x 486) / [V[[6(11,409) — (247%)] x [6(40,022) —
486°]]]
=0.5298
The range of the correlation coefficient is from -1 to 1. Our result is 0.5298 or 52.98%, which
means the variables have a moderate positive correlation.

Ornek:
2x =60, 2y = 60, 2xy =400, 2x"2 =400, Zy*"2=400, n = 10

n¥Xaxy - (Zx)E ¥)

\fﬂ Y x© - (T .\']fw;n R i R }:

r =

r=1, cok ylksek korelasyon oldugu yorumu yapilir


https://www.statisticshowto.com/probability-and-statistics/find-sample-size/

Ornek:
Asagidaki veriler igin korelasyon katsayisi r'yi hesaplayin.

X y Xy X J°
1 -3 -3 1 9
2 -1 -2 4 1
3 0 0 9 0
4 1 4 16 1
5 2 10 25 4
Sx =15 | Zy=-1 >xy =9 >x2=55 >y =15
o n¥ xy —(Zx)(E r) 5(9) - A5)(=1)

Joz sl @) Yezst -3 r) (b)) 15%.505) - (-1)

_ 60
~/5 0 ~/T 4

X ve y arasinda gucli bir pozitif dogrusal korelasyon vardir.

0.986

Spearman'in siralama korelasyon katsayisi:

istatistik bilim dalinda, Spearman'in siralama korelasyon katsayisi ismi verilen istatistiksel
Olcliyl ilk ortaya atan Amerikan istatistikci Charles Spearman'a atfen adlandiriimistir.
Matematik notasyon olarak ¢ok defa eski Yunan harfi p (rho okunur) ile belirtilir.

Parametrik olmayan istatistik OlgUstudir ve iki degisken arasindaki bagimlilik, yani
korelasyon, 0Olglsu olarak bulunup kullanilir. Bu demektir ki Spearman'in p katsayisi iki
degisken icin ¢okluluklar dagilimi hakkinda higcbir varsayim yapmayarak, bu iki degisken
arasinda bulunan baglantinin herhangi bir monotonik fonksiyon ile ne kadar iyi
betimlenebilinecegini degerlendirmek amacl incelemedir.

Prensip olarak Spearman'in siralama korelasyon katsayisi p, Pearson c¢arpim-moment
korelasyon katsayisinin 6zel bir halidir. p degerinin hesaplanmasi icin iki degisken (Y ve X)
icinde 6rneklem verilerinin siralama diizeninde olmalari gereklidir. Genel olarak, érneklem
verileri icin bu kosul uygun degildir ve veriler siralama dizeni halinde olmadan oransal
Olcekli veya araliksal Olgekli veya sirasal Olgekli olarak bulunur ve bu halde bir doniisiimle
siralama diizeni haline sokulurlar. Boylece p formuli icin siralama dizenli xi ve yi 6rneklem
verileri kullanilir.



Sonra iki degisken icin karsilikli veri elemanlari (xi ve yi)'nin sira numaralari arasindaki fark di,
i=1,...n olarak bulunur. Bu tiim karsilikh veriler (i=1...n) i¢in uygulanir. Eger sira numaralari
arasinda hic¢ beraberlik yoksa, p degerini bulmak i¢in su formul kullanilir:

_,_ 6%k,
P n(n? —1)
Burada

di=xi-yi: i elamani Xi ile Yi sira numaralari arasindaki fark;
n : iki degiskenli 6rneklemde toplam gozlem sayisidir.

Ornek:

Asagidaki tabloda iki degisken X ve Y igin n=8 gozlem sayili orneklem verileri igin
Spearman'in siralama korelasyon katsayisi p hesaplanmasi icin 6rnegin verilmektedir. [A] ve
[B] sutunlarinda bu iki degisken X ve Y icin orneklem verileri verilmistir. [C] ve [D]
situnlarinda bu iki degiskenlerin verileri igin ayri ayri siralama dizeni uygulanip sira
numaralari x ve y olarak verilmistir. X icin verilerde 2 degisik beraberlik gérilmektedir: 3 ve
10. Bu nedenle iki tekrarli 3 icin verilen sira numaralari ortalamasi (2+3)/2= 2,5 dur. Ayni
seklide 2 tekrarh 10 igin sira numaralari 7,5 7,5 olarak verilmistir. Y igin verilerde ise 1,5 igin
2 beraberlik ve 5 icin 2 beraberlik bulunmaktadir ve bunlara da ortalama sira numaralari
verilmistir. Sttun [E]de sira numaralari farklari d verilmekte ve son [F] slitununda fark
kareleri d? hesaplanmaktadir.

[A] | [B] | [C] [D] (E] (Fl

X |Y |x:Xicinsiralama | y ;Y icin siralama 4 - Siralama d? : Farklann karesi
farklan

p 191 2.9 -1.5 2,25

3 1.9 2,5 2.5 0 0

3 |4 |25 5] -2.5 6,25

5 |3 |4 4 0 0

55|1 |5 1 4 16

8 |5 |6 6,5 -0.5 0,25

10 |5 (7.5 6.5 1 1

10 (95|75 8 -0.5 0,25
Kareler

26
Toplami



6x26

rF=l-g@-n
p=0.6 bulunur.
Bu p=0.6 degeri sifira yakin pozitiftir. Sifira yakinhgi X ve Y siralamalari arasindaki baglantinin
(korelasyonun) az oldugunu gosterir ve negatif olma ise var zayif baglantinin aksi yonde
oldugunu ifade eder (yani X siralamasi artarsa Y siralamasi diiser ve aksi olur).
Bu veriler icinde beraberlikler bulunmaktadir. Bu nedenle kullanilan genel p formli uygun
sonug vermeyebilir. Daha uygun sonug¢ bulmak icin x ve y sira numaralari igin Pearson'un
carpim-moment korelasyon katsayisi bulunmasi tavsiye edilmektedir.

Ornek: Pearsonr fonksiyonunu ice aktarabilir ve iki dizi arasindaki Pearson korelasyon
katsayisini hesaplayabiliriz.

#create two arrays

x=[3,4,4,5, 78 10, 12, 13, 15]

y=1[2,4,4,5 4,7 8 19, 14, 10]

from scipy.stats.stats import pearsonr

#calculation correlation coefficient and p-value between x and y
r=pearsonr(x, y)
print(r)

sonug: (0.8076177030748631, 0.004717255828132089)

Ciktiyi nasil yorumlayacaginiz asagida agiklanmistir:
Pearson korelasyon katsayisi (r): 0.8076
iki kuyruklu p degeri: 0.0047

Korelasyon katsayisi 1'e yakin oldugu icin bu bize iki degisken arasinda giicli bir pozitif iliski
oldugunu soyler.

Karsilik gelen p degeri .05'ten kicilik oldugundan, iki degisken arasinda istatistiksel olarak
anlamli bir iliski oldugu sonucuna variriz.



2.3. Regresyon

En kiiglik kareler yontemi, birbirine bagl olarak degisen iki fiziksel biiylklik arasindaki matematiksel
baglantiyl, mimkiin oldugunca gercege uygun bir denklem olarak yazmak igin kullanilan, standart bir
regresyon yontemidir. Bir baska deyisle bu yontem, 6l¢lim sonucu elde edilmis veri noktalarina
"miimkiin oldugu kadar yakin" gececek bir fonksiyon egrisi bulmaya yarar. Gauss-Markov Teoremi'ne
gore en kiguk kareler yontemi, regresyon icin optimal yontemdir.

The variance of {z,...,: N} dennl.ed by Jf._, 18

1
f:rf_ = Tg(.r'l 7)%:

the standard deviation o, is the square root of the variance:

- %Z(.;-; 7)2.

Standard curves - Second-degree curves

The simplest second-degree curve is expressed by:

2
y=xX
Its graph is a parabola, symmetrical about

The y-axis and existing only for y > 0. y = ax” gives a thinner parabola if @ > 1 and a flatter parabola if
0<a< 1. The general second-degree curve is:

y=ax*+bx+c

where a, b and c determine the position,‘width’ and orientation of the parabola.



Linear Regression: Y(x) =ax +b
Polynomial Regression: y(x) = apx™ + a;x" ' + -+ a,_1x + a,
1.order (linear): y(x) =ax+b

2.order: y(x) = ax®*+ bx + ¢

2.3.1. Interpolasyon

interpolasyon, uygulamali matematigin bir dali olan sayisal analiz yéntemlerini kullanilarak
farkli bir yerde ve degeri bilinmeyen bir noktadaki olasi degeri bulmaya ya da tahmin etmeye
yarayan yontemlerin timiine verilen genel isimdir. En basit tanimi ile "varolan sayisal
degerleri kullanarak, bos noktalardaki degerlerin tahmin edilmesi" olarak agiklanmaktadir.
Tiurkcede bazen kolaylik olsun diye "interpolasyon" sézcigl yerine yalnizca "tahmin" de
kullanilmaktadir.

interpolasyon genelde miihendislik ve deneylere ya da 6lciimlere dayali benzeri bilim
dallarinda, toplanan verilerin bir fonksiyon egrisine uydurulmasi amaciyla kullaniimaktadir.
interpolasyon kavrami, verilen bir fonksiyon sinifindan, grafigi verilen sinirli sayidaki veri
noktasindan gececek sekilde bir y=p(x) fonksiyonu secme islemidir. Kestirilen c¢ikis degeri cok
boyutlu enterpolasyon ile saglanmaktadir. Sistemin 6grenmesi ise, kestirilmis deger ile
yapilan kullanim sonrasi ortaya ¢ikan hataya dayanarak gergeklestirilir. Makine
dgrenmesinde, hatalarin minimize edilmesi, temel kuraldir. Onceden kestirilmis olan
yaklasik degerler ile karsilastirma yapilarak diizeltmeler gergeklestirilir ve 6g8renme
saglanir. Cesitli elemanlarin karakteristiklerinin otomatik olarak c¢ikartilmasi ve zamanla
degisimlerinin izlenmesi yapilmalidir. izlenen sistem zamanla degisen bir sistem ise,
algoritma 06grenmeye devam ederek, olusturdugu fonksiyondaki katsayilarda gerekli
degisiklikleri yapacaktir.

Bir fonksiyonun xi (i=0,1,...N) noktalarinda bilinen fi (i=0,1,...N) degerlerinden hareketle
herhangi bir xo ara noktasinda bilinmeyen f (xo) ara degerinin bulunmasi anlamina gelen
interpolasyon teknikleri ayni zamanda sayisal tlirev, integrasyon, adi ve kismi tirevli
diferansiyel denklemlerin sayisal ¢ozimu gibi baska sayisal yontemlerin de esasini teskil
eder.

interpolasyon yontemleri genellikle mevcut (xi , fi) veri noktalarina egri veya egriler
uydurulmasi yoluyla uygulanir. Bu amacla kullanilan fonksiyonlara interpolasyon
fonksiyonlari denir.



interpolasyon fonksiyonu olarak ¢ogu zaman cesitli mertebeden (genellikle:,1,2,3)
polinomlar kullanilir. Ancak bazi hallerde logaritmik, eksponansiyel, hiperbolik gibi daha 6zel
fonksiyonlar, periyodik veri degerleri icin trigonometrik fonksiyonlar kullanilabilir.

Veri noktalari esit aralikli olarak dagilmissa sonlu fark esasli interpolasyon yontemleri, esit

aralikh degilse dogrusal interpolasyon, Lagrange interpolasyonu vb yontemler daha uygun
olur.

interpolasyon polinomlari:

Xi 3.2 2.7 1 4.8

yi 22 17.8 14.2 38.3

Bu noktalardan y( x ) = ao+ a1 x + a» X* + a3 x’seklinde tciincii dereceden bir polinom (kiibik)
gecirmek mimkindir. Herbir noktanin koordinatlari bu denklemi saglayacag igin

a,+(3.2)a, +(3.2Ya, +(3.2a, =22.0
ay+(2.7)a, +(2.7Va, +(2.7 a, =17.8
a, +(1.0)a, +(1.0)a, +(1.0) a, =14.2
a, +(4.8)a, +(4.8Va, +(4.8) a, =383
132 1024 32.768 [[a,) [22.0
1 2.7 729 19683 |la,| _|I7.8]
1 1.0 1.00 1.000 ||la,| |14.2
1 4.8 23.04 110.592||a,| (383

Ax=b, linner denklem sisteminde, x=A"b
00=24.3499; a,=16.1177 a,=6.4952 a3=0.5275

Yani interpolasyon fonksiyonu,
y (x)=24.3496 - 16.1176x + 6.4952x> - 0.5275x°
Buna gore 6rnegin x=3.0 noktasindaki ara deger igin y=20.212 elde edilir.

Makine 6grenmesinde, verilen veri setinden 6grenen bir yapi elde edildi. Ardindan test
edilerek performansi artirilir. Performans artimi devamliligi stireklidir.



2.3.2. Dogrusal (Lineer) Regresyon

Datapoints - .t
Regression

0.2 04 0.6 0.8 1.0

Kirmizi noktalar 6lglimle elde edilmis veri noktalarini, mavi ¢izgi ise en kiguk kareler yontemi
ile bulunmus teorik baglantiyi ifade eder.

Cogu zaman veri tablosuna tam olarak uyan bir fonksiyon bulmak mimkin olmaz; veri
tablosuna en iyi uyan fonksiyon belirlenmeye galisilir. Bir veri tablosuna en iyi uyan
fonksiyonu bulma sirecine regresyon analizi denir. Regresyon analizi yaparken en ¢ok
kullanilan yontemlerden biri en kii¢clik kareler yontemidir.

Belli 6lciimler sonucundai=1, 2, ..., nicin (x;, y;) verileri elde edilmis olsun. Burada, her bir
yi'nin x;'ye bagli olarak degistigi varsayilmaktadir. Yapilan 6lcimlerin dogasi geregi, heri=1,
2, ..., niciny; =f (x;) olacak bicimde bir fonksiyonun var oldugu, 6lciimlerde yapilan hata
nedeniyle bu esitliklerin bazilari veya hepsinin saglanmadigi kabul edilebilir. Bu dislinceyle,
Olcllen y; degeri y(x;) icin yaklasik deger kabul edilerek bu yaklasimdaki hatanin minimum
oldugu y fonksiyonu belirlenmeye calisilir. Bu amaci gergeklestirmek icin f fonksiyonunun bir
takim parametrelere bagl bir ifadesi bulundugu varsayilip eldeki veriler yardimiyla bu
parametreler belirlenmeye calisiir. Ornegin, y fonksiyonu y = y (x) = mx + b ifadesinde
oldugu gibi bir dogrusal fonksiyon veya y = f (x) = ax’ + bx + ¢ ifadesinde oldugu gibi bir
karesel fonksiyon olabilir ki bu durumda belirlenmesi gereken parameterelera, b, ¢, m dir.

En kiglik kareler yonteminde aranan fonksiyon, ya da onun parametreleri, tim farklarin
kareleri toplami olan

(Yi _)A’i)2 :Zéuz
i1

i=1 i

NIE



ifadesini minimum yapacak sekilde belirlenir. S6zU edilen kareler toplaminin minimum
olmasi i¢in her bir hatanin kiigiik olmasi gerekir. En Kiiglik Kareler, Kare Farklarinin Toplamini
(SSE) en aza indirir (Sum of the Squared Differences: SSE)

Ornek:
Bir makineden {Uretilen Urinlerin tablosu su sekilde tutulmustur,

2. ayda 4 adet
5. ayda 6 adet
6. ayda 7 adet
9.ayda 8 adet

,./
///
F'l/'
-
ta,?),,_/ (9.8)
7 (5.6)
) ZAE3)
ed
,d’
o .

ad x
/,
f(x)=mx+b
yi = f(x)

it’_r, =S == S+, — f(x,)

2. ayda 4 adet, y1-f(x1)=4-2m-b
5. ayda 6 adet, y2-f(x2)=6-5m-b
6. ayda 7 adet, y3-f(x3)=7-6m+b
9.ayda 8 adet, y4-f(x4)=8-9m+b



F(m,bY=(4-2m-b)2 + (6-5m-b)2 +7-6m-b)2 +(8-9m-b)".
Egimlerini bulabilmek igin kismi tlrevleri alinir ve sifira esitlenir.

Fn(m, by=2(4-2m-b)(-2)+2(6-5m-b)(-5)+2(7-6m-b)(-6) +2(8-9m-b)(-9)=0,

Fy (m, b)=2(4-2m-B)(-1)+2(6-5m-b)(-1 }+2(7-6m-b)(-1) +2(8-9m-b)(-1)=0.

Sadelestirmelerden sonra asagidaki denklemler elde edilir.
146m +22b=152
22m + 4b=25

Bu iki bilinmeyenli iki denklemin ¢éziimiinden m=0.58, b=3.06 bulunur.
f(x) = 0.58x + 3.06

m ve b nin dogrudan hesaplanmasini saglayacak formiller farklarin karelerinin toplaminde
elde edilir.

F(m,b) = Z{_}g —mx, —=b) = (y, —mx, =b) + -+ (y, —mx, —b)’

i=1
Yukaridaki denklemde m ve b ye goére kismi tirevler alinip sifira esitlenirse asagidaki
denklemler elde edilir.

F (m,b) = iZ(yf —-mx, —b)(-x,) = —E(EIJ:J!H - E{ixl.]b + E(Z":.rl.};} =1
Fb:(m,b} =3 2(y, —mx, —b)(-1) = —2(;:(] ]m - 2{;1}5 + z{z] ¥, ] =0

i=l

va da
[ixf}m | (Zﬂlxl}h = ix]yl
=1 i=l i=l
[ixl.Jm+ nb =Zﬂ:y,
=1 i=l

denklem sistemi ¢ozilerek bulunur.



Bu denklem sisteminin daima tek bir ¢6zimi bulunduguna dikkat ediniz.

a3 x-S ) 3y -m(3x)
m=—= : b= =
n(Qx) = (%) "
Ornek:

(0,6.4),(1,2.6),(2,0.5), (3,0.6) ve (4, 0.3) veri noktalarina en iyi uyan y=mx + b, dogru
denklemini bulunuz.

> x, =0+1+2+3+4=10 , 33 =64+26+05+06+03=104

k=l k=1

ix.y. —0-(6.4)+1-(2.6)+2-(0.5)+3-(0.6)+4-(03)=2.6+1+18+12=66

Sx=0414449416=30 ,  (Xx)Xy)=10-(10.4) =104

- n[;-‘ﬂ}’,‘}—[;-‘ﬂ}{;ﬂ] _5:(66)-104 33-104 -71_ ,
50 Y

ﬂ(z:rf}—(z_r* ) 5-30-100 50

o 20 mmN) 104 (-142)-10 1044142 246
- n - 5 5 5

=492

y=-1.42x+4.92



2.3.3. ikinci Mertebe En Kiigiik Kareler Yontemi

=) i f()?
i=1

f(X)=32X2 + a1 X+ Qag
N
E= Z(J’i — apx{ — a1bx; — ap)?
i=1
E, = ?’:1 2(y; — azxi2 —ai1X; — aO)(_xi2)=0

Ep = X1 2(yi — apx? — ayx; — ap)(—x;)=0

Ee = %01 2(y: — azx} — a1x; — ap)(—1)=0



2.3.4. Genel Polinom Regresyon Modeli

Genel polinom regresyon modeli, en kiiclik kareler yontemi kullanilarak gelistirilebilir. En
kiicik kareler yontemi, polinomdan tahmin edilen degerler ile veri kimesinden beklenen
degerler arasindaki farki en aza indirmeyi amacglamaktadir.

The coefficients of the polynomial regression model (ay,ak-1,*:*,a1, ag) may be determined by
solving the following system of linear equations.

i N N k71 ¢ - m N T
N Zi 1 Ti S Ei 1 mfl ag Zi 1 Yi
N N N &k N
PDAPE D JAFE - SEETEED DAPE sl B | i T
N N _k N ok " N
[ D 1*13? > 1%“1 i T3¢ | Lak. | D i1 25y |

Ornek:
Asagidaki veri kiimesine uygun 2. dereceden bir polinom egrisinin nasil gelistirilecegini
gosterin.

x-3 -2 -1 -021 3

y 09 0.8 04 0.2 0.1 O

Bu veri kiimesinde N = 6 ve 2. dereceden bir polinom igin k = 2 dir. En kiiglik kareler
yonteminin uygulanmasi asagidaki dogrusal sistemi saglar.

6 —2.2 24.04 ag 24
—2.2 24.04 —8.008 a; | = | —4.64
24.04 —8.008 180.0016 as 11.808

Sistemi ¢6zmek icin Cramer kuralini kullanarak, M matrisini alarak ve situn vektori b'yi i
sitununa yerlestirerek Mi matrislerinin her birini Gretiyoruz, 6rnegin M0, M1, M2,:



2.4 —2.9 24.04
My=| —-464 2404 —8.008
11.808 —8.008 180.0016

6 2.44 24.04
M, =] -22 —-464 —8.008
24.04 11.808 180.0016

6 2.44 2.4
My=1|-22 —464 —4.64
24.04 11.808 11.808

det(Mp)  2671.20
% = Tee(M) 1166127 22t
_ det(M;)  —1898.46
~ det(M)  11661.27
o dEt(Mg) - 323.76

~ det(M)  11661.27

aj — —0.1628

as = 0.0278

y = 0.0278z% — 0.1628z + 0.2291



Ornek:
ikinci dereceden en kiglk kareler ve Matlab ; p = polyfit(x,y,n), n=2

clear all

close all

x = [5.435 4.635 3.835 3.035 2.325 1.435 0.635];

y = [1.00 1.28 1.70 2.20 2.97 4.35 7.50 1;

Q

p = polyfit(x, vy, 2) % Quadratic Function Fit

[

polyval (p, x) % Evaluate

v
TSE = sum((v - y)."2) % Total Squared Error
figure (1)

plot(x, y, 'bp'")

hold on

plot(x, v, '-r'")

hold off

grid

title('Plot of Data (Points) and Model (Line)'")

p= 0.3582 -3.3833 9.0748
v= 12664 1.0877 1.3674 2.1056 3.1447 4.9573 7.0708
TSE= 0.8110

Plot of Data (Points) and Model (Line)

or
b



Ornek:

ikinci dereceden en kiglk kareler ve Matlab ; p = polyfit(x,y,n), n=2

clear all

close all

t = [00.30.81.1 1.6 2.3];

y = [0.6 0.67 1.01 1.35 1.47 1.25];
figure, plot(t,y,'o")

title('Plot of y Versus t')

p = polyfit(t,y,2)

t2 = 0:0.1:2.8;

y2 = polyval (p,t2);

hold on

plot(t,y,'o',t2,vy2)

title('Plot of Data (Points) and Model (Line)')

p= -0.2942 1.0231 0.4981
f(x) = -0.2942x* + 1.0231x + 0.4981

Plot of Data (Points) and Model (Line)
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Ornek:
Uyum islevini Kullanarak Ustel Modellere Sigdirma

clear all
close all

x = (0:0.2:5)";
y = 2%exp(-0.2*x) + 0O.l*randn(size(x));
f = fit(x,y, " 'expl')

plot (f, x,y)

f = General model Exp1:
f(x) = a*exp(b*x)
Coefficients (with 95% confidence bounds):
2.103 (1.999, 2.208)
-0.2222 (-0.2464, -0.1981)

a=
b =

2 T T T T T T T T

T

data

fitted curve

1.8 °

1.6

141

1.2

0.8

1




Dogrusal Regresyon
Bir evin fiyatini tahmin etmek icin birden fazla 6zellik vardir. Asagida 6zellikleri ve hedef
degeri (fiyat) ile farkh evlerin tablosu bulunmaktadir.

No. of Rooms (x0) Size (Square feet) (x1) Year Built (x2) No. of Floors (x3) Price (y)
2 1434 2010 1 8500
3 1534 2019 2 2600
2 962 1996 3 25880

Sekil: Fiyat tahmini icin evlerin 6zelliklerini gésteren Tablo.

Where,

Sekil: Ozellikler ve hedef degiskenler.
Therefore, to calculate the hypothesis:

x0 60
x1 01
2| & °° o2
x3 03

h_(x) = 60x0+81x1+ + B Xn



2.4. Vektorler

Vektoér Normlari

Vektor normlari bir vektortin blylklGglini olger. Temel olarak, belirli bir x degiskeninin
boyutu, onun normu | |x]| | ile temsil edilebilir ve norm, x ve y iki degiskeni arasindaki
mesafeyi temsil eder ve | |x-y| | ile temsil edilir.

Vektér normunun genel denklemi:

B Py
IXI] = (2 Ix")"™

Where,
p = class of p-norm

Bunlar, p-normlarinin genel siniflaridir:

e L1 normu veya Manhattan Normu.

e L2 normu veya Oklid Normu.

Dizenlemede L1 ve L2 normlari kullaniimaktadir.

L1 norm or Manhattan Norm
The L1 norm on R”*n is defined for x € R*n as shown in figure:

n
Xl = (2 Jx,)

As shown in figure, the red lines symbolize the set of vectors for the L1 norm equation.



L2 norm or Euclidean Norm
The L2 norm of XxER”n is defined as:

n 2,1/2

IXIL= (2 Ix])
i =1

4 ||

=1

As shown in figure, the red lines symbolize the set of vectors for the L2 norm equation.

Regularization in Machine Learning
Regularization is a process of modifying the loss function to penalize specific values of the
weight on learning. Regularization helps us avoid overfitting.

It is an excellent addition in machine learning for the operations below:
¢ To handle collinearity.
e To filter out noise from data.
e To prevent overfitting.
e To get good performance.

These are the standard regularization techniques:
e L1 Regularization (Lasso)

e L2 Regularization (Ridge)

Regularization is the application of the norm.



L1 Regularization (Lasso)
Lasso is a widespread regularization technique. Its formula is shown in figure:

N
IXIl, = (2 x|

L2 Regularization (Ridge)
The equation of L2 regularization (Ridge):

2 n
N2||X]] =A/2iZ:1X!_2

Where, A = Controls the tradeoff of complexity by adjusting the weight of the penalty term.

Ozellik Cikarma ve Ozellik Segimi

Oznitelik ¢cikarma ve 6znitelik seciminin temel amaci, siniflandirma verimliligini artirmak igin
en uygun dislik boyutlu 6znitelikler kimesini segmektir. Bu terimler esasen boyutsallik
probleminin lanetini ele alir. Ozellik secimi ve dzellik ¢ikarimi matriste gerceklestirilir.

Feature Extraction
Oznitelik cikarmada, bazi islev eslemeleri yoluyla mevcut ézniteliklerden bir dizi 6znitelik

buluruz.
x,

X, o

M

Y2

= - £0) 4y
Lk |
| x, | K<<N




Feature Selection
Ozellik segciminde, orijinal dzelliklerin bir alt kiimesini segin.

X
X, —x N
x."q
x=| |>y=
X
L x|
_JL\ K<<N

Ana o6zellik gtkarma yontemleri sunlardir:
e Principal Component Analysis (PCA)
e Linear Discriminant Analysis (LDA)

PCA kritik bir 6zellik cikarma yéntemidir ve PCA kavramini anlamak icin kovaryans matrisi,
O0zdegerler veya 0zvektorler kavramlarini bilmek hayati 6nem tasir.

Covariance Matrix
The covariance matrix is an integral part of PCA derivation. The below concepts are
important to compute a covariance matrix:

e Variance.

e Covariance.

Variance

11’1
2T =2
o?=2) xi= %)
=1

or

1

=~ i=1(Xi = X)(x; — %)

The limitation of variance is that it does not explore the relationship between variables.



Covariance
Kovaryans, iki rastgele degiskenin ortak degiskenligini 6lgmek icin kullanilir.

. 1 B -
Covariance(x,y) =~ Xit1(x; — X)(yi — )

Covariance Matrix
A covariance matrix is a squared matrix that gives the covariance between each pair of given
random vector elements.

cov(xy,x1) cov(xy,xy) o cov(Xy, Xm)
Cov (5) = | 0VC2)  covliax) o covla )
cov(xXpm, x1) cov(Xp,X3) - COV(Xp, Xm)

The equation of the covariance matrix:

Cov (}) = %(X — X)X = X)T:where X =

Orthogonality

Two vectors v and w are called orthogonal if their dot product is zero.
vw=0

Example:

Orthonormal Set
If all vectors in the set are mutually orthogonal and all of the unit lengths, then it is called an
Orthonormal set. An orthonormal set that forms a basis is called an orthonormal basis.



Span

Let Vis a vector space and its elements are v, v2, ..., vn € V.

Any sum of these elements multiplied by the scalars representing the equation shown in
figure 53, a set of all linear combinations is called the span.

Example:

Span (v1, v2,v3) =avl + bv2 + cv3

24 0 —C 2a — ¢
=l a |y 2b|*| —c |F| a+2b-c
—a 2b —C —a+2b-c

Basis

A basis for a vector space is a sequence of vectors that form a set that is linearly
independent and that spans the space [9].

Example:

The vector’s sequence below is a basis:

2 1
— 1

It is linearly independent as given below:


https://en.wikibooks.org/wiki/Linear_Algebra/Basis

Scalar Product of Two Vectors
If A & B are vectors, their Scalar Product is defined as: AeB = AB cos©
* Interms of vector components & unit vectors i,j,k are along the x,y,z axes:
A=Ai+A)j+Ak B = B,i + B,j + B,k
* AeB=AB,+A,B,+A,B,
* Usingiei=jej=kek=1,
* Andiej=iek = jek = 0 gives
* Dot Product clearly a SCALAR.

Vector Addition. Adding vectors is easy, just add each

corresponding component! If v and w are complex vectors written explicitly as:

- V] = Wi
V= and w=
1 }2 ‘1'2

adding them gives:



2.5. Matris

Bir matris, lineer cebirin dnemli bir pargasidir. m*n veri 6gesini depolar ve biz onu dogrusal
denklem sisteminin veya dogrusal eslemelerin hesaplanmasi igin kullaniriz. Gergek degerli

ogelerin bir m*n demetidir.

(1 dy

A3 Ay Whereaij €R

Sekil 3: Matris gosterimi.
Satir ve slitun sayisina matrisin boyutu denir.

Vektor
Lineer cebirde, bir vektor bir n*1 matrisidir. Sadece bir sttunu vardir.

— —

460
430
480

L -

Sekil: Vektor gosterimi.

Matris Carpimi
Matris carpimi, matrisin satirinin baska bir matris stitunuyla carpildigi ve toplandigi satir ve

stunlarin bir nokta carpimidir.

9 10
456) |91 127 154
Where,

[1,2,3]*[8,10,12]=1*8+2*10+3*12=64

[123]*7 s =[52 64]



Matris carpmaya drnekler
Satir vektdr ve silitun vektor

Asagidaki gibi Ikl matris verllsin: A — (g b ¢), B=

e B

Burada matris carpma islemi sdyle:
@ xza zb xc

AB=(a b ¢) =ar+by+cz, Benzersekide, BA= |y (e b ec)={ya yb ye

W B

z za zb zc

AB ile BAnin cok farkl matrisler olduguna dikkat edin. ik matris 1 = 1 boyutlu matris iken, ikincisi 3 * 3 boyutlu matristir,
Kare matris ve situn vektorii

Asafidaki gibi iki matris verilsin;

a b e @ a b e x ax + by + cz
A=|p q 7|, B=ly|, AB=|p q r y|=|pzt+ayt+rz
U v oW z wov W z uxT + vy + wz

Bu drnekte BA tanimli degildir.
Transpose Matrix
For A € R*"m*n the matrix B € R*n*m with bij = aij is called transpose of A. It is represented

as B = AT,

Example:

>
I

=203

Inverse Matrix
Consider a square matrix A € RAn*n. Let matrix BER*n*n has the property that AB = In = BA,

B is called the inverse of A and denoted by A*-1.

121 —7 76
A=14 45 B=| 2 1 -1
6 77 4 5 4

-7+4+4 -28+8+20 —42+14+28
AB=|-7+2+5 -2844+25 -42+4+35
6-2—-4 24-4-20 36-7-28



I
o =
o = O
_—o O

Birim Matris

Birim matris bir matrise etki ettigi zaman o matrisin kendisi elde edilir. Birim matrisin
tiim kosegen elemanlar 1 dir. Késegen disindaki elemanlari O dir.

Bir kare matrisin eslenigi ile garpimi birim matristir. (Matrisin transposesi alinir,
ardindan kompleks ifadelerde a+ib yerine a-ib; a-ib yerine a+ib yazilarak esdenigi
elde edilir.)

Bir kare matrisin quantum lojik kapisi olabilmesi i¢in matrisin tranposesnin eslenigi
ile garpimi birim matris olmak zorundadir (Hermisyen).

IA=A

1 -« 0
I=1: =
0o - 1

Bir vektor birim matris ile ¢arpildiginda vektori degistirmez.

0

Orthogonal Matrix

Bir AERAn*n kare matrisi, ancak ve ancak sttunlari ortonormal (birim uzunluk) ise,

ortogonal bir matristir:

AAT =1=ATA

T

Where, A ' = A



Example:

-1 0 T |1-10
A‘[o 1], A‘\o 1]

Consequently,

T [EDED O] 10
AA‘[ 0)0) (1)) ‘lo 1]

Diagonal Matrix

A square matrix AER*n*n is a diagonal matrix where all the elements are zero except those
on the main diagonal like:

Aij=0forallil=j

Aij=0forsomeoralli=j

Example:

>

]
O O =
o N O
_ O O

Transpose Matrix and Inverse Matrix in Normal Equation
The normal equation method minimizes J by explicitly taking its derivatives concerning theta
j and setting them to zero. We can directly find out the value of 8 without using Gradient

Descent.

T -1
0= (X X) Xy
Where

T
X = Transpose of X
y = Prediction

Implementation by taking the data from the table above, “Tablel” is shown in figure.



2 1434 1 8500
x=|3 1534 2| vy=1| 9600
2 962 3 258800

Adjoints

Associated with any linear operator A is its adjoint A" which
satisfies

(v|Aw) = {(_'—li-(‘l(l'}

In terms of matrices, AT = (A™)/

where # denotes complex conjugation and 7" denotes transposition.

A" - complex conjugate of matrix A4.
. 1 6i 1 —6i
A= { 3i 2+4i] SERS ! -3i 2—4:‘]

AT - transpose of matrix 4.

s | 4 i
H4= [ 3 2+4i]

1 3i
AT
then 4% = [ 6i 2+4i]

A" - Hermitian conjugate (adjoint) of matrix A.
Note 4= (47)"

N 1 6i 1 3
U= [ 3i 2+4i] SRS [ —6i 2-47']

Bir matrisin konjugesi, matrisin kompleks elemanlarinin isaretinin tersinin alinmasidir.
Bir matrisin transposesi, matrisin stitunlari ile satirlarinin yer degistirmesidir.
Hermisyen konjugesi, matrisin transposesi ile konjugesinin alinmasidir.



Matris yorumu:

Makine 6grenimi algoritmasi incelenip uygulandiginda, algoritmalar hizlandirmak igin matris-
matris ¢arpimi (tim matris-vektori ve vektor-vektorl genellestiren) kullanmak cok 6nemli
ve ustalik gerektirir. Ancak glicll lineer cebir altyapisi gerektiren vektorlestirilmis ifadeleri
yorumlanabilmelidir. Bu nedenle dogrusal cebirdeki bazi temel kavramlar 6zetlenebilmeli ve
daha ¢ok yorumlamaya odaklanilmalidir; bu, Sinir Aglari (yalnizca bir matris-matris ¢arpimi
zinciri) gibi bazi makine 6grenimi algoritmalarini anlamamiza ¢ok yardimci olabilir.

: = 2 1 0
Example with N = 2 (2-dimension): { 2z-y=0 _ [ - } [I] = [ }
u

r+2y=3 3

Bu, yukaridaki iki denklemi siklikla yorumlama seklimizdir: 2-B uzayda sadece iki gizgi ve
¢6ziim, noktanin her iki gizgi Gzerinde olmasidir.



2.6. Ozdegerler ve Ozvektorler

Ozdegerler, dzvektorler ve dzuzaylar, bir matrisin dzellikleridir ve matris hakkinda énemli
bilgiler verir. Matrislerin g¢arpanlarina ayrilmasinda kullanilabilirler. Uygulamali matematik
alanlarinda oldugu kadar finans ve kuantum mekaniginde de uygulama alanlari vardir.

Genel olarak, bir vektor lizerine uygulanan matris o vektoriin hem blyutklGgind, hem de
yonilnil degistirir. Buna ragmen, bir matris bazi belirli vektorler Gzerine etkidiginde onlarin
sadece biylUkliginu degistirir, dogrultularini degistirmez (yani belli bir yonelime sahip
vektor, tam tersi yone yonelebilir). Dogrultusu degismeyen bu vektorler s6z konusu matrisin
Ozvektorleri olarak adlandirilir. Bir matris, bir 06zvektorlii (izerine etkidiginde onun
blyuklGglund bir carpan kadar katlar. Bu ¢arpan pozitif ise vektorin yoni degismeden kalir,
negatif ise vektorin yoni tersine doner (dikkat edilirse her iki durumda da vektorin
dogrultusu degismez.). Bu carpana, soz konusu 6zvektore iliskin 6zdeger denir. Bir 6zuzay,
ayni Ozdegere sahip tim Ozvektorlerin olusturdugu kimedir. Bu kavramlar matrisler,
vektoérler ve dogrusal dénusiimler hakkinda bir anlayisa sahip olunmaksizin bigimsel olarak
tanimlanamaz.

Lineer zamanla degismeyen ve x = f(x) bagintisiyla ifade edilen bir sistemin denge
noktalari  f(x)=0 esitliginin reel kokleridir.

p(A) = det(A - Al) = 0 denklemini saglayan A degerlerine A matrisinin 6zdegerleri denir. Bu A
degerini Ax = Ax veya (A - Al)x = 0 da yerine koyarak elde edilen sifirdan farkh ¢éziimler, A
matrisinin bu 6zdegerine karsi gelen 6zvektorleridir.

A bir n x n boyutlu kare matris olsun. Eger A bir skaler ve x vektori de sifir olmayan, x #0 ,
bir stitun vektori olmak lizere, Ax =Ax esitligi saglaniyorsa x vektord, A matrisinin 6zvektord,
A skaleri de A matrisinin 6zdegeridir. Ayni zamanda x, A Ozdegerine karsilik gelen
Ozvektordir. Bir skaler olan A, nxn boyutlu A matrisi icin Ax =Ax denkleminde x’in sonsuz
¢6zimui oldugu durumda bir 6zdeger tanimlar.

Ozdegerler, bir matrisin orijinal yapisini gérmek icin kullanilan alternatif bir yoldur. Bazi
vektorler bir A matrisi ile carpildiklari zaman yon degistirir, bazilari ise degistirmezler. Bazi
ozel x vektorleri, Ax vektdri ile ayni yénde kalmaktadir. iste bu vektérlere “6zvektérler”
denir. Bir 6zvektorin A matrisi ile carpimi olan Ax vektord, orijinal x vektoriintin AeR olmak
Uzere A katidir.

Ozdegerler ve o6zvektorler, diferensiyel denklemler iceren denklem sistemlerinin
¢Ozimlerinde, sinir-deger problemlerinde ortaya ¢ikabilir. Bu tlir denklemlere, kuantum
mekaniginde elektriksel bir potansiyel iginde bulunan bir pargacigin enerjisini hesaplarken,
elastik ¢arpisma problemlerinde, akiskanlar mekaniginde, titresim yapan cisimlerin



hareketlerinde sik¢a karsilasilir. Titresim yapan bir sistemin dogal frekansi ile disaridan
uygulanan sirici kuvvetin frekansi birbirine esit veya yakin olmasi sistemin kararlilig
agisindan veya malzemelerin elastik 6zelliklerinin  incelendigi durumlarda, sekil
bozukluklarinin basladigi noktalarin belirlenmesinde 6zfonksiyonlarin alacagl 6zdegerler
onemli olmaktadir.

A matrisinin 6zdegerleri olan A; ve A, degerlerinin bulunmasi:

Av=Av

A, n x n kare matrisdir. v, bir situn matrisdir, 6zvektorlerdir. A, 6zdegerdir. v ve A degerleri,
A matrisinin 6zdegerleri ve 6zvektorleridir.

A-2ADv=0

|A — AIl = 0, bu ifadeyi 0 yapan X'lar 6zdegerlerdir.

Ozvektoérlerin bulunmasi:
Bulunan herbir A degeri igin

A-2Dv=0 ,i=1,2, ...

denklemi yardimiyla bulanan v'degerleri ise 6zvektérlerdir. Bu matrisde herbir satir diger
satirlarin mutlaka kati olmak zorundadir. Bu denklemler birbirinin kati olacagi icin ¢6ziim igin
bir denklemi almamiz yeterli olacaktir. Her zaman ikinci vektor birimi olan v,’ye bir deger

atarak v; bulunur.

iki farkli 6zdeger elde edersek, onlara tekabiil eden dzvektérler birbirinden bagimsizdir. Bu
illa ki birbirlerine dikgen anlamina gelmez, sadece ayni gizgi lizerinde degiller demektir.

Kritik noktalar: x =0vey =0

A degerlerine bakilarak faz dlzlem cizgileri c¢izilebilmekte ve denge noktalar
bulunabilmektedir.

Simdi genel ¢6ziimi yazalim, bu ¢6zim iki ¢6ziimin Ust Giste konmus hali olacaktir.
x(t) = c,eMty, + cyet2ty,

¢y, ¢; herhangi birer sabittir. Bu ifade genel ¢ézim "6z¢6zimlerin" lineer bir
kombinasyonudur.

Ozdegerlerin ve Ozvektérlerin 6zellikleri:



Ozdegerlerin ¢arpimi A matrisinin determinatini verir. Det(A)= A1 A,

Ozdegerler, matrisin késegenlerindeki elemanlarin toplamina esittir.

Trace(A)=A; + A\,

Bir matrisi kdsegen hale getirmek icin 6zdegerler ve 6zvektorler kullanilir.

Bir matrisin ¢ok bliylk Usstiini hesaplamak istendigin de 6zdegerler ve d6zvektorler kullanilir,
Ozdegerler ve dzvektorler diferansiyel denklemleri ¢6zmede kullanilir.

Ozdegerler:

A1, A\, gercek ve ayni isarete sahip (+ veya -)

Ay, A, gercek ve zit isaretli

A1, A, sifir olmayan gercek pargalara sahip kompleks esleniklerdir
A1, Ay, gercek pargalari 0'a esit olan kompleks esleniklerdir

A= Ay, kokler gercek ve birbirine esit

Ozdegerlerden kararl ya da kararsiz durumlarin belirlenmesi:

A1 ve A, O0zdegerlerine bagli olarak birkag farkli denge tiri ortaya ¢ikmaktadir. Bilindigi gibi
A1 ve A,, genel ikinci dereceden bir denklem olan |A — AI| = 0 , karakteristik denklemin
kokleridir. Bu nedenle kokler gergcek veya karmasik sayilar olabilir ve asagidaki denge
kararliigl durumlari ortaya gikarir.

t At

Ozdegerler, ¢6zim denkleminde etit ve e katki verirler. Bu durumda (ssel negatif
O0zdegeri olan fonksiyon t — oo olurken ¢6ziim egrisine yakinsar. lissel pozitif 6zdegeri olan

fonksiyon t — oo olurken ¢6ziim egrisinden iraksar.

e, fonksiyonunun iki ana davranis tiri vardir.
e A<O0ikent artiginda e kararli bir noktaya yaklasir.
e A>0ikent artiginda e kararsiz sonsuza gider.

A
1
A<0 >0
e ]:—)-*
a t b t
Sekil 4.5.

Bu durumda,
A<0 iken, asagidaki denklem kararl bir durum belirleyecektir.
A>0 iken, asagidaki denklem kararsiz bir durum belirleyecektir.



/

a b
Sekil 4.6.

Kararh durumlar:
1) Kararli diigiim noktasi: A;<0 ve A,<0; kokler reel.
2) Kararh spiral: A1, = a % iB; a<0;

Kararsiz durumlar:
1) Kararsiz digim noktasi: A;>0 ve A,>0; kokler reel
2) Kararsiz spiral: A;p=a £ i; a>0
3) Dairesel spiral: A1, = + if; a=0;
4) Eyer ya da denge noktasi: A;>0, A,<0 ya da A;<0, A\,>0; kokler reel

Ozvektorlerden Eyer, Diigiim cizgileri belirlenir.

A1, A2 gergek ve ayni isarete sahip (+ veya -) 6zdegerler ise:

Duglimleri kontrol eden karekdkiin mevcudiyetir. T2 — 4A > 0 ise iki reel kok mevcuttur.
Eger bir karekok var ise, bir diiglim var demektir. Ceken digiim noktasi ile iten digiim
noktasinin durumlari topolojik olarak aynidir, tek fark oklarin terse g¢evirilmis olmasidir. Bu
durumda her iki A reel ve isaretleri de ayni olur.

T=M+ N
A=}\1}\2

Lamdalarin her ikisi de negatif isaretli ise ceken bir noktayi karakterize eden bir 6zellik olur.
Bu durumda A>0, t<0 dir. Kararli diiglim noktasi vardir.

Lamdalarin her ikisi de pozitif isaretli ise iten bir noktayi karakterize eden bir 6zellik olur. Bu
durumda A>0, ©>0 dir. Kararsiz diigiim noktasi vardir.



jo Karall diigiim X

iR

jo Kararsiz diigiim X

. L
=

Sekil 4.7.

A1<A2<0ise, ve v; v, hala bagimsiz.

N & o
E> SIS
£ 42
® Q”

Sekil 4.8.

Yine iki Ozvektor var ama bu sefer gidis stabil noktaya dogru. Dikkat gosterilen

cizgiler vy v, vektorlerinin kendisi degil, onlarin her tlrli tek sayisal carpimdan gelen

katlarindan olusan bir uzay, yani "6zuzay". A1 daha negatif demistik, o zaman v, 'in azalmasi

daha hizli (fast decay) olacaktir, v, daha yavas (slow decay) olacaktir.



Eigenvectors are the vectors which when multiplied by a matrix (linear combination or
transformation) results in another vector having same direction but scaled (hence scaler
multiple) in forward or reverse direction by a magnitude of the scaler multiple which can be
termed as Eigenvalue. In simpler words, eigenvalue can be seen as the scaling factor for
eigenvectors. Here is the formula for what is called eigenequation.

Ax=AXAx=Ax

In the above equation, the matrix A acts on the vector x and the outcome is another vector
Ax having same direction as original vector x but scaled / shrunk in forward or reverse
direction by a magnitude of scaler multiple, AA. The vector x is called as eigenvector of

A and A\ is called its eigenvalue. Let’s understand what pictorially what happens when a
matrix A acts on a vector x. Note that the new vector Ax has different direction than vector

X.

Ax

Fig. Matrix A acts on x resulting in another vector Ax

When the matrix multiplication with vector results in another vector in the same /
opposite direction but scaled in forward / reverse direction by a magnitude of scaler
multiple or eigenvalue (AA), then the vector is called as eigenvector of that matrix. Here is
the diagram representing the eigenvector x of matrix A because the vector Ax is in the same

/ opposite direction of x.

Ax

Ax

Fig. x is eigenvector of A

Here is further information on the value of eigenvalues:



A€R, A>0: vand Av point in same direction

A€R, A< 0: vand Av point in opposite directions

A €R, |A| < 1: Av smaller than v

A €R, |\ > 1: Av larger than v

Many disciplines traditionally represent vectors as matrices with a single column rather
than as matrices with a single row. For that reason, the word “eigenvector” in the context of
matrices almost always refers to a right eigenvector, namely a column vector.
How to Calculate Eigenvector & Eigenvalue?
Here are the steps to calculate the eigenvalue and eigenvector of any matrix A.

e Calculate one or more eigenvalues depending upon number of dimensions of square

matrix
¢ Determine the corresponding eigenvectors

For calculating the eigenvalues, one needs to solve the following equation:
Ax=AXAx—Ax=0(A—-Al)x=0Ax=AxAx—Ax=0(A—Al)x=0

For non-zero eigenvector, the eigenvalues can be determined by solving the following
equation:
A-AI=0A-AI=0

In above equation, | is identity matrix and AA is eigenvalue. Once eigenvalues are
determined, eigenvectors are determined by solving the equation (A—Al)x=0(A—Al)x=0
When to use Eigenvalues & Eigenvectors?

Whenever there is a complex system having large number of dimensions with a large
number of data, eigenvectors and eigenvalues concepts help in transforming the data in a
set of most important dimensions (principal components). This will result in processing the
data in a faster manner.

Here are some learnings from this post:

e Eigenvector is a vector which when multiplied with a transformation matrix results in
another vector multiplied with a scaler multiple having same direction as
Eigenvector. This scaler multiple is known as Eigenvalue

o Eigenvectors and Eigenvalues are key concepts used in feature extraction techniques
such as Principal Component analysis which is an algorithm used to reducing
dimensionality while training a machine learning model.



o Eigenvalues and Eigenvector concepts are used in several fields including machine
learning, quantum computing, communication system design, construction designs,
electrical and mechanical engineering etc.

The definition of Eigenvalues:

Let m be an n*n matrix. A scalar A is called the eigenvalue of m if there exists a non-zero
vector x in R*n such that mx = Ax.

and for Eigenvector:

The vector x is called an eigenvector corresponding to A.

Calculation of Eigenvalues & Eigenvectors

Let m be n*n matrix with eigenvalues A and corresponding eigenvector x. So, mx = Ax. This
equation can be written as below:

mx —Ax=0

So, the equation:

(m-Al)x =0

Example:
Calculate eigenvalues and eigenvectors of given matrix m:

Solution:
Here, the size of the matrix is 2. So:

SSEEARMEREERt ther i ) BESEE i B

2 L EEEEE 01

3 5-A



2
|m-AE|= (-4-AN)(B-AN)+18=A-A-2

2
A-A-2=0

(A-2)A+1)=0

A=2or-1

Here, the Eigenvalues of m are 2 and -1.
There are multiple eigenvectors available to each eigenvalue.

Ozdeger ve 6zvektor, lineer cebirdeki muhtemelen en énemli kavramlardan biridir. Av = Av
gibi basit bir denklemin bu kadar anlamli olmasini kim bekleyebilir? Bir matrisin 6zdegerini
ve O0zvektorlerini bularak makine 6greniminden kuantum hesaplamaya kadar birgcok problem
¢Ozllebilir. Bu yazida neden bu kadar 6nemli oldugunu ve nasil uygulayabilecegimizi
kesfedecegiz.

Tanim olarak, skaler A ve vektor v, eger A'nin 6zdegeri ve 6zvektorudir:
Av = Av

Gorsel olarak, Av 6zvektor v ile ayni dogru lizerinde yer alir.

Ax genellikle Ax'e esit dedildir. Yalnizca bazi istisnai vektérler kosulu sadlar. iste bazi 6zvektor
ornekleri.
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Ozdeger birden biyiikse, karsilik gelen Av; genisleyecektir. Birden kiiciikse kiigiiliir.
Ax = Ax denkleminden A matrisi x, 6zvektorinl A, 6zdegeri kadar buydltir ya da
kiictltur. Ozdeger, A degeri pozitif ise x ve Ax ayni ydnde, aksi halde ters yondedir.

*  A<0ikent artiginda e kararli bir noktaya yaklasir.
« A>0iken t artiginda e kararsiz sonsuza gider.
* Birsifirdan kiguk digeri sifirdan biyilkse denge durumu s6z konusudur.

» Ozdegerler (veya karakteristik degerler) ve 6zvektorleri (karakteristik 6zvektorler),
fiziksel bir sistemin sahip olabilecegi 6zel degerlerde nasil davrandiklarini belirlemek
icin 6nemlidir.

* Budegerler sisteme ait 6zel bir enerji, 6zel bir frekans degeri, dalgalarin girisimi veya
kuvvet dengesinin saglandigi bir duruma ait olabilir.

e Ozvektorler ise, fiziksel sistemin sahip oldugu 6zdegerlerdeki (6rnegin bir dalga)
fonksiyonlari olabilir. Ozdegerler ve 6zvektérler, diferensiyel denklemler iceren
denklem sistemlerinin ¢6ziimlerinde, sinir-deger problemlerinde ortaya cikabilir.

* Bu tlr denklemlere, kuantum mekaniginde elektriksel bir potansiyel icinde bulunan
bir parcacigin enerjisini hesaplarken, elastik carpisma problemlerinde, akiskanlar
mekaniginde, titresim yapan cisimlerin hareketlerinde sik¢a karsilasilir.

* Titresim yapan bir sistemin dogal frekansi ile disaridan uygulanan siriict kuvvetin
frekansi birbirineesit veya yakin olmasi sistemin kararhligi agisindan veya
malzemelerin elastik 6zelliklerinin incelendigi durumlarda, sekil bozukluklarinin
bagladigi noktalarin belirlenmesinde 6zfonksiyonlarin alacagi 6zdegerler dnemli
olmaktadir.
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Uygulama

Ancak ayrintilara girmeden dnce duralim ve boéylesine soyut bir kavramin glizelligini
degerlendirelim. Spesifik olarak, bircok problem, 6zdegerlerden ve 6zvektorlerden tiiretilen
¢oziimlerle lineer cebir ile modellenebilir.

Bircok sistemde, durumlarini bir vektérde, degisim oranlari mevcut durumlara dogrusal
olarak bagli olarak ifade edebiliriz. Genel denklem

duy
du dt u:
dt . :
dt

burada n 6zellikten olusur. Oyleyse yukaridaki denklemi saglayan u(t) igin bir ¢6ziim tahmin
edelim. Ustel bir fonksiyonun tiirevi kendisine esit oldugundan, tahmine Ustel bir t
fonksiyonu ile baslayabilir ve onu bir x vektori ile carpabiliriz. Cikti da bir vektor olacak ve
sonra x ve A degerini hesaplayacagiz.



u(t) - e/lt

Solve @ =Au
di

t

x
T our guess

du _ leMx  utu@® = eMx)
dt
= Au
ie. Au= lu

deMx = jeMx

A & x is the eigenvalue &
eigenvector of x

AX=1Xx

Yukaridaki hesaplamadan, x ve A A'nin 6zvektorleri ve 6zdegerleri ise, tahminimiz du/dt =
Au'yu saglayacaktir.
ut) = eMx

4

eigenvalue of A  eigenvector of A

du

dt
Sistemlerde, problem 6zdegerler ve 6zvektérler tarafindan yeniden ifade edilebilir ve
¢oziilebilir. Simdi tam ¢6ziimiinii bulalim. Birinci mertebeden tiirev denklemimiz lineer bir

fonksiyondur.

du . . AT < ;
— = Au isalinear function, i.e. flu+v) = flu) +f{v)

dt

dlu+v)  du dv

_— e—— e —

dt dt dt

Dogrusal fonksiyonlar icin tam ¢dziim, belirli ¢ozlimlerin dogrusal birlesimidir. Coziimler u ve
vise, Ciu + Cyv de ¢éziimdiir. Ozdegerleri A = 4, -2 ve -2 olan 6nceki érnegimizden, tam

¢OzUim soyle olacaktir:

172 1 =
ut) = c,e"\’ 12 + ge® | 1| + ce? |0
1 \ 0 \ 1

eigenvalue eigenvector constant

Bir sistem kararli bir duruma ulasacaksa, o zaman tim 6zdegerler negatif olmalidir. Aksi
takdirde, negatif olmayan terim siirekli olarak degisecektir. t=0 aninda u(0) baslangic
durumunu 6lgebilir, [uo1, Uo2, Uos]" diyebilir ve C;, C; ve Cs sabitini ¢ozebiliriz.
Uy, 172 1 =l
u = | up|l =c¢ |12 + |1 | + 6|0
Ups 1 0 1



Harmonik bir osilator 6rnegini secelim. Harmonik osilator ve onun yakin kuzeni olan
kuantum harmonik osilator parcgacik fizigi, kuantum mekanigi, sicim teorisi veya genel olarak
fizik calismalarinda temeldir. Unlii F=ma denklemiyle baslayalim ve ikinci dereceden tiirevi
¢6zmek igin 6zdegerleri ve 6zvektorleri kullanalim. Kitle birimini segme 6zgurligiine sahip
oldugumuz icin, fizikgiler genellikle tartismay basitlestirmek icin m=1"i ayarlarlar;

F=ma
=my’)
F:y))

Harmonik osilatér problemini asagida sag alttaki matris formuna yeniden formiile ediyoruz.

¥ i
= dy = _ky - by
y = y y y
y > dly | _ 1o 1]]»
myn — -by’-k dt ,V’ . y'
acceleration damping force elastic force dt H=4au

Sénldmleme (Damping) harmonik osilator

Bu, son 6rnegimizle ayni forma sahiptir ve bu nedenle, tam ¢6zimi olusturmak icin A'nin
ozdegerlerini ve 6zvektorlerini kullanabiliriz.

Unlii zamandan bagimsiz Schrédinger denklemi, 6zdegerler ve ézvektorlerle ifade edilir.
Gozlenen tiim oOzellikler, kuantum mekanigindeki 6zdegerlerle modellenir. Bunlar, makine
o6grenimi de dahil olmak lizere bircok baska 6rnektir. Hesaplanan en bliylk 6zvektorlerden
biri, Google aramanin temel pargasi olan Google PageRank'tir.

ﬁw) :/Eh@ < :: :‘: :; :l ) < ‘l’ ) I < (l» ) »and

eigenvalues  eigenvectors ( (@:)u (0:2)12 ) ( 0 ) 7 < 0 >

(0.)o1 (02)20 1 1

observed value

Schrédinger equation Observable in quantum mechanics

Fundamentally, many systems can be modeled as

du

E=Au or uk+]=Auk

Schrédinger equation: ih%ml, t) = H(t)|¥,t).




Makine 6grenimi amaciyla asagidaki zaman dizisi modelini inceleyelim.

u,, = Au,

ilk olarak, uo baslangic durumunun A'nin bir 6zvektérii oldugunu varsayiyoruz. Bu nedenle,
gelecekteki durumlari su sekilde hesaplanabilir:

uk+l =4 uk

A= Up

N
|

PN

&
I

w, = *uy ——— much easier

Bu denklem, bir matrisin giiciinii (A¥) hesaplamasi cok kolay olan bir skalerin giiciiyle
degistirerek basitlestirilebilir. Ardindan, sorunu herhangi bir baslangic durumunu icerecek
sekilde genellestirelim. A'nin, R"'nin temelini olusturan n lineer bagimsiz 6zvektore sahip
oldugunu dislinin. Herhangi bir R" vektorini bu temele ayristirabiliriz. Yine 6zdegerin
gliclini yeniden hesaplayarak zaman dizisi hesaplamasini basitlestirebiliriz.

V, = g tcu, .o tcu,
y eigenvectors
Yoy — A Yy
. k
v, = A v,
= ¢ A*uy + c;A*u, +... + g Ad*u,
= ghfu + o quy + ..+ gl

Bir sistem kararli bir duruma ulasacaksa, yine Ai'nin 1'den kii¢clik veya 1'e esit olmasini
beklemeliyiz. Ek olarak, bu kararli durumu hesaplamak icin A* degeri 1'den kiiciik olan
terimleri g6z ardi edebiliriz. Zaman gectikce bu terimler azalir 0. Dolayisiyla, kararli bir
durum bulmak icin A; = 1 ile iliskili 6zvektorlere odaklanabiliriz.

Tam potansiyelini gerceklestirmek icin gercek bir multi-milyarhk fikri tartisalim. Tartismamizi
basitlestirelim ve tiim internetin yalnizca G¢ web sayfasi icerdigini varsayalim. A matrisinin
A;; 68esi, kullanici j sayfasindayken i sayfasina gitme olasiligidir.



Markov matrix

05 0.1 0.7
A=1030502
0.2 04 0.1

all column values add up to 1.0
Aij = Pr(nextpage=i | page = j)

Given a specific page, if we sum over all the possibilities of the next page, it equals 1. i.e., all
columns of A sum up to 1.0 and this kind of matrix is called the stochastic matrix, transition
matrix or Markov matrix.

Pr(1 | page=1) + Pr(2 | page=1) + ... + Pr(n|page=1) = 1

Markov matrix has some important properties. The result of Ax or A% always sums up to
one with its columns. The right-hand term is the chance of being on pages 1, 2 and 3
respectively after each click. So it is obvious that it should sum up to one.

05 0.1 0.7 0.2 0.42
03 05 02 0.4 = 0.34
0.2 04 0.1 0.4 0.24
sum up to 1
05 0.1 0.7 0.42 0.412-
0.3 0.5 0.2 0.34 = 10344
0.2 04 0.1 0.24 0.244
sumupto1

Any Markov matrix A has an eigenvalue of 1 and the absolute value of other non-one
eigenvalues to be smaller than one. This behavior is very important. In our example,

),1=1 i1=01 /’{1=O

1[ 37 2 3
1= gl 31 | 27| 1 W= 1
22 1 2

sumupto1
For a Markov matrix, we can choose the eigenvector for A=1 to have elements sum up to
1.0. So vectors vO can be decomposed using the eigenvectors of A with ¢; equals to 1 below.



Vo = gy tcu, .. tcu,

wmtcu +..tcu,

Vi = Myt alrut.. t e, M,
=1
approach 0
~ U (M*= 1, otherwise Ak — 0)

Since ui, U, ..., and un are eigenvectors, A can be replaced by A Except for eigenvalue A=1,
the power of the eigenvalue (A¥) for a Markov matrix will diminish. So the system reaches a
steady-state that approaches the eigenvector u; regardless of the initial state v0. The
steady-state will equal the eigenvector u; as shown below.

2,1 =1
7| 37 37 37 37 1| 37 0.41
U = % 37 A — % 31 31 31 V,— % 37 = | 034
22 22 22 22 22 0.44
sumupto 1

From our example, the chance we land on pages 1, 2 and 3 are about 0.41, 0.34 and 0.44
respectively. This concept has many potential applications. For instance, many problems can
be easily modeled with Markov processes and a Markov/transition matrix.

of N
(% \

0.7 0.3 44 0.7

g1 \ 0.3 0.5 0.2
| 04 0.2 04 0.1

Markov process and the transition matrix



Google PageRank

Robot crawlers first retrieve the webpages, and then index and catalog them by assigning
Page Rank Values. The credibility of each page depends on the number of links to that page.
The rank r (P) of a given page P is assumed as,

r(Q)

)= ZW

Q€Bp

Where,

Bp = all pages pointing to P

|Q| = number of outlinks from Q.
P is the matrix with the terms,

1
pi,j = pi - If Pilinks to Pj;
0 ,otherwise.

To find the convergence and convergence rates, the matrix P is adjusted. When the row
Google matrix P reaches the sum to 1, then it is called a row stochastic matrix. The Page
Rank iteration represents the evolution of a Markov Chain in which the web directed graph
is represented as a transition probability matrix P.

0.2

It shows the probability of a random surfer at each of the three pages at any point in time.
First, a binary Adjacency matrix is created to signify the link structure, then it is transformed
into a probability matrix by normalizing it.

To compute the Page Rank, it is essential to solving an eigenvector problem for the linear
system,

VT(1-P)=0

The eigenvalues of Stochastic matrix P can be assumed as 1>A1>A2 > .. > An,



and V1,V2,V3, ... , Vn be the corresponding eigenvectors.

After the process of convergence, the dominant eigenvalue of matrix P should be A=1 to
satisfy,

VT =vTP
With,
Vle=1

which is the steady state distribution of the Markov Model.
The process of PageRank convergence is shown in this graph,

Convergence of PageRank Computation
100000000-|
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This is how Google automatically characterizes the Page Rank value of each site.

The core idea can be conceptualized as the following. PageRank outputs a probability
distribution of pages that you may land on by following links on a web page after many
many clicks. This probability will act as the ranking of a Web page. When many pages link to
your Web page, Google will rank it higher considering it as a good indicator of popularity.

In our previous example, we have not discussed ways to derive the values in the Markov
matrix. For page rank, we compute the values as the sum of other page ranks linked to this
page divided by its total number of outbound pages.



page rank

PR(2) , PR(3)
1

PR(page 1) =

total number of
outbound pages from page 3

e e

Mathematically, PageRank tries to solve the PageRank vector R (an eigenvector) in the
following equation. It initializes R with equal probability at the beginning and performs the
calculation iteratively until it reaches a steady-state.

I(pi, pj): the ratio between number of outbound from page j to page i
to the total number of outbound page of j.

(1-d)/N £(p1,p1) L(p1,p2) £(p1,pnN)
1-d)/N Fie :
i - (i, ;)
(L) /¥ £(pn,p1) £(pn,pN)
0.85 in the Brin & Page 1998 page All columns sum up to one: A markov matrix

to reflect we don’t random walk forever.

The matrix element [;; above is the ratio between the number of the outbound page from
page j to page i to the total number of the outbound page of j. Each column of / adds up to 1
and it is a Markov matrix. This equation has an enormous similarity with the example we
discussed before if we ignore the damping factor d. This factor is introduced because we will
not have a random walk to take forever steps.

For Google, they do not compute the eigenvectors directly. In our previous example, the
power of A converges very fast which the column of A% converge to eigenvector u; already.

05 01 07 042 038 0.44 041 0.41 041 )
5 0.1 0. ;

A =103 05 02 A =1 034 036 033 A3: 034 035 034| = A
02 04 0.1 024 026 023 024 025 024

The PageRank paper has demonstrated that with 322 million page links, the solution
converges to a tolerable limit in 52 iterations. So the solution scales unexpectedly well.
The Markov matrix leads us to the equation below which the steady-state depends on one
principal component.

0
Vk = )\qk MM

principal component



In machine learning, information is tangled in raw data. Intelligence is based on the ability to
extract the principal components of information inside a stack of hay. Mathematically,
eigenvalues and eigenvectors provide a way to identify them. Eigenvectors identify the
components and eigenvalues quantify its significance. As a preview, the equation below
decomposes information in A into components. We can prioritize them based on the square
root of eigenvalues and ignore terms with small a values. This reduces the noise and helps
us to extract the core information in A. (Details on a later article.)

eigenvectors of AAT can be ignored if it get too small

A= 07 Uy V1T+ O Uy V1T+ s T a,,unv,,T

eigenvectors of A4
square root of eigenvalues of AA™

Solution
| hope you can see the beauty of Ax = Ax for now. Let’s see how can we solve it. Eigenvalues
and eigenvectors can be calculated by solving (A - Al) v = 0. To have a solution other
than v=0 for Ax = Ax, the matrix (A - Al) cannot be invertible. i.e. it is singular. Its determinant
is zero. det(A - Al) = 0 is called the characteristic polynomial and the eigenvalues are the
root of this polynomial.
Av = Av if (4 - A1) is invertible,
A-ADv=0 v=(4-AD"0 = 0.
= det(A—Al) =0 So for v to have a solution other than 0, it

has to be not invertible. Its determinant equals 0.

Example
A = 2 1
1 2
The eigenvalues are:
det |A-M| =det| 272 1 ] = 3—-+X =0
L &= !
characteristic polynomial
A=1or3
Apply Av = Ay, we solve:
o = 1 . 1
=l ¥ Fx=8
| =1 1
Let’s detail the step with a more complicated example,
[1 -3 3
A=|3 -5 3
|6 -6 4




To find the eigenvalue A,

det(A — ) = 0
-2 -3
35—\ =0
64—
—5-1 3 303 3 —5-2
R R RN
-6 4-1 6 4-2 6 -6

16+122-23 =0

M —120-16=0
The possible factors for 16 are 1, 2, 4, 8, 16.
whenA=4,A =12, - 16 =0
SoA> =124 —16=A—-HMN* +4r+4) =0

By solving the root, the eigenvalues are 4, -2.

Let’s calculate the eigenvector for eigenvalue A = 4 through row reduction.

-3 -3 3
A-4=]3 -9 3
6 -6 0

Doing row reduction to solve the linear equation (A — Al)v = 0

-3 -3 3 0
3 -9 3 0 Appending 0
6 -6 0 O



Perform R; = —%Rl

I 1 -1 0
3 -9 3 0
6 -6 0 O

After many more reductions:

1 0 —-172 0
o1 -12 0
0 0 0 0
XI—EX:;:O
1
XQ—EX3:0

We have three variables with 2 equations. We set x; arbitrary to 1 and compute the other
two variables. So for A=4, the eigenvector is:
172
172
1

We repeat the calculation for A=-2 and get

n-ntn=l
With 3 variables and 1 equation, we have 2 degrees of freedom in our solution. Let’s set the

value to one in one of the degrees of freedom while other(s) to 0. i.e. setting x,=1,
x3=0, and x,=0, x3=1 separately, the calculated eigenvectors will be:

1 =]
Ll | U
0 1

Note that the solution set for eigenvalues and eigenvectors are not unique. we can rescale
the eigenvectors. We can also set different values for x,, xs above. Hene, it is possible and
desirable to choose our eigenvectors to meet certain conditions. For example, for a
symmetric matrix, it is always possible to choose the eigenvectors to have unit length and
orthogonal to each other.



In our example, we have a repeated eigenvalue “-2”. It generates two different
eigenvectors. However, this is not always the case — there are cases where repeated
eigenvalues do not have more than one eigenvector.

Diagonalizable
Let’s assume a matrix A has two eigenvalues and eigenvectors.

Ay, = 4y,
Av, = 1y,

We can concatenate them together and rewrite the equations in the matrix form.

alin] = D] = D63

We can generalize it into any number of eigenvectors as
AV =V A
since
| | A 0 ‘ | | |
Vo o W i = AV, . Ay, - Av, .. Ay,

T o A I I

AV

|
Il

where V concatenates all the eigenvectors and A (the capital letter for A) is the diagonal
matrix containing the eigenvalues.

R

Vi Vg -+ Vp "
AN ' b

Vv Diagonal matrix A

A square matrix A is diagonalizable if we can convert it into a diagonal matrix, like

VIAV = A

i.e.,
A0 ... 0
0 A ... O
PlAP =
0o 0 ... A\

Bir n x n kare matris, n dogrusal olarak bagimsiz 6zvektore sahipse kosegenlestirilebilir. Bir
matris simetrik ise, kosegenlestirilebilir. Bir matris tekrarlanan 6zdegere sahip degilse, her
zaman bir vektori kosegenlestirmeye yetecek kadar dogrusal olarak bagimsiz 6zvektorler
uretir. Tekrarlanan 6zdegerleri varsa, yeterli 6zvektore sahip oldugumuzun garantisi yoktur.
Bazilari kbsegenlestirilemez.



Eigendecomposition
If A is a square matrix with N linearly independent eigenvectors (v4, va, ... & vn and
corresponding eigenvalues A;, A;, ... & An), we can rearrange

VIAV = A
into
V=AVA,
For example,
LAl 1T
A=| v, v, V; o A& O ¥ ¥ ¥
/ ‘ 0 0 4 ‘ ’

square matrix \

the inverse exists only if
eigenvectors are linearly independent

However, there are some serious limitations on eigendecomposition. First, A needs to be a
square matrix. Second, V may not be invertible. As a preview, SVD solves both problems and
SVD decomposes a matrix into orthogonal matrices which are easier to manipulate. But for
matrices like symmetric matrices, this is not a problem. The power of a diagonalizable
matrix A is easy to compute.

Ak = vV ARV
This demonstrates the power of decomposing a matrix that can be manipulated easily.
To recap, for states that can be expressed as

w,, = Adu,

Ak can be computed with eigenvalues.

Properties of eigenvalue & eigenvectors

* Ax, x 6zvektérii ile ayni dogru lzerinde bulunur (ayni veya ters yén).

« Ozdegerlerin toplami, bir matrisin izine esittir (ksegen elemanlarin toplami).

o Ozdegerlerin carpimi determinant'a esittir.

* Yukaridaki her iki kosul da, 6zdegerlerin hesaplanmasinda iyi bir kontrol islevi gériir.

* Hicbir 6zdeger tekrarlanmiyorsa, tiim 6zvektorler dogrusal olarak bagimsizdir. Béyle
bir n x n matris, n 6zdedgere ve n dogrusal olarak bagimsiz 6zvektére sahip olacaktir.

« Ozdegerler tekrarlanirsa, bir kare matrisi késegenlestirmek icin n lineer bagimsiz
Ozvektore sahip olabilir veya olmayabiliriz.

* Pozitif 6zdegerlerin sayisi, pozitif pivotlarin sayisina esittir.

*  Ax=Axicin,



Akx = Akx,
A x=A"x
(A+cDx=(A+0)x

* Atekil ise, 6zdegeri 0'dir. Tersine ¢evrilebilir bir matrisin tim 6zdegerleri sifir
degildir.

» Ozdegerler ve 6zvektérler karmasik sayilar olabilir.

 izdlsiim matrislerinin her zaman yalnizca 1 ve 0 6zdegerleri vardir. Yansima
matrislerinin 6zdegerleri 1 ve -1'dir.

Ozdegerler, dzvektdrler dogrultusunda bilginin nemini dlcer. Bu bilgilerle donatilmis olarak,
bilgilerin hangi kisminin g6z ardi edilebilecegini ve bilgilerin nasil sikistirilacagini (SVD, Boyut
kiiciltme ve PCA) biliyoruz. Ayrica, makine 6grenimi modellerini gelistirirken 6zellikleri
¢ikarmamiza da yardimci olur. Bazen, karisik bilgilerin azalmasi nedeniyle modelin
egitilmesini kolaylastirir. Ayrica karisik ham verileri gorsellestirme amacina da hizmet eder.
Diger uygulamalar, éneri sistemlerini veya finansal risk analizini icerir. Ornegin, kisisel izleme
davranisiniza ve digerlerine gore filmler 6neriyoruz. Veriler arasindaki korelasyonlari
anlamak icin 6zvektorleri de kullanabiliriz. Belirli bir tlir hastaligi tetikleyen genlerin
kombinasyonu gibi ortak faktorleri bulmak icin bilgi ve kiime bilgi trendlerini gelistirin. Ve

Av = Ay

hepsi basit denklemden baslyor:

Matrisler esit olarak olusturulmaz. Makine 6greniminde bazi yaygin matrislerin 6zelliklerini
bilmek dnemlidir. Sonra, ona bir gz atacagiz.



3. Hesaplamali Matematik

This article is organized as follows:
Derivatives

Integration

Gradients

Gradient Visualization
Limit

Mathematical Optimization

o vk wnNE

Calculus is important because in order to optimize a neural network, we use variations

of gradient descent, the most common of which is stochastic gradient descent.
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3.1. Derivatives

The definition of a derivative can be understood in two different ways. The first way is in a
geometric perspective, where the derivative is the slope of a curve. Essentially it is how
much a curve is changing at a particular point.

The second is a physical perspective, where the derivative is the rate of change.
As we can see both of these perspectives are related to change.

Differentiation

. . iy uy' v —ut'
(uv)' = u'v +uv', —) = ——
) . =

(1) = u™o + nu Vol 4 "Cu o ™)
here "' C H m!
where = = —
’ r ri(n —r)!
—(sinx) =cosx i(sinh:r] = cosh x
dx : d :
(cosx) sinx d (coshx) sinh x
—|c — — — —
dx ' dx '
—(tanx)} = seclx (tanhx) = sech? x
dx : x :
d d .
—(secx) =secxtanx —(sechx) = —sechxtanhx
dx dx ’
—(cotx) = — cosec’x i(::oth:t"} = — cosech® x
dx : dx ’
d . d
g(cosecx} = —cosecxcotx E(cosechx] = —cosechx cothx

Temel tiirev 6zellikleri ve kurallar:

d ' . ) Y.

E{Cf(\’)) =¢f"(x), cis any constant. (f[\x] ig[\x)) =f'(x)xg'(x)

i{ x" ) =nx"", n is any number. i{ ¢)=0, ¢ is any constant.

dy dx

(fg)r =f'g+ fg" —(Product Rule) [i :@ — (Quotient Rule)
g g

d .. .

—-(/(2(x)))=/"(g(x))&'(x) (Chain Rule)

d glx)\ _ o 2(x) i o _ g'[f)
E( ( ]_b (x)e dx{hlb(_x))_ < (0)



Derivative Notation
The derivative operator is written as: ddxddx
This could read as the derivative with respect to xx.

Scalar Derivative Rules

This is not an exhaustive list of the rules, but let's review a few of the basics.
Constants - the derivative of any constant is 0.

dxc=0

For example: dx5=0
This makes sense when you think about change, because the constant 5 is not changing at
all.

Power Rule - this is how you deal with variables in derivatives. If we have a derivative
of x" with respect to xx, we calculate this as follows: dx"=nx""
For example: dx*=4x>

Multiplication - this is how we deal with multiplication of derivatives:
dxex"=cnx"*

The Sum Rule - if we have two functions and they are added together we can take the
derivative of them both indivually:

dx(f(x)+g(x))=dxf(x)+dxg(x)

The Product Rule - multiplying two functions together is a bit more complicated, we take the

derivate of the first function times the second plus the derivative of the second times the
first: dx(f(x)g(x))=g(x)dxf(x)+f(x)dxd(x)

The Chain Rule - the chain rule is important for machine learning because when we have

multiple layers in a neural network we need this calculate the derivative of earlier layers. If
we have a function g(x)g(x) inside another function f(x), we take the derivative of the
outside function f” times the derivative of the inside function g""

dx(f(g(x))=F'(g(x))g'(x))

These are just a few important rules, but let's move on to partial derivatives.

Ornek: Matlab
syms f(x)

f(x) = sin(x"2);

Df = diff(f,x)

Df(x) = 2 x cos(x2)



Partial Derivatives

Partial derivatives are used for equations with more than one variable.

If we have two variables we have the partial with respect to xx and the partial with respect
to yy: ddxddyddxddy

Now let's move on to integrals, which are essential to probability theory.

ivme:

Fizikte ivme, hizin zamana gore tiirevi olarak tanimlanir. Biyukliigu uzaklik/zaman? olan bir
vektorel niceliktir ve cismin hem hizinin hem de yoninin siddetlerindeki degisimini gosterir.
ivmesélcer yardimiyla élgiilen ivmenin Sl birimi metre/saniye?'dir.

Ortalama ivme:
Bir cismin ortalama ivmesi belli bir zaman araligi basina diisen belli bir hiz miktaridir.
Matematiksel olarak asagidaki gibi ifade edilir:

Av
At

Anlik ivme
Bir cismin anlik ivmesi cismin anlik zamanda sahip oldugu hiz miktarina esittir. Matematiksel
olarak asagidaki gibi ifade edilir:

Av  dv
a = logat—o At = dt

ivme yolun ikinci tiirevi olarak da tarif edilebilir:

q = d?x
T dt2

x (t) burada yolun fonksiyonunu temsil eder.

Genel olarak ivme terimi hizdaki (hiz vektoérinin siddetindeki) artis olarak kullanilir; hizdaki
azalisa ise yavaslama denir. Fizikte, hiz vektoériindeki bir degisim ivme olarak kabul edilir:
dairesel harekette, hiz vektoriniin yonindeki degisim merkezcil (merkeze dogru) ivme'ye yol
acar. Bir cismin kazandigi ivmelenme, ona uygulanan kuvvetin kiitlesine bolimunin bir
fonksiyonudur.

ivme kelimesi koken olarak iv kokiinden gelir ve ivedi:acele, iven:acele eden, ivmek:acele
etmek gibi kelimelerle ayni ailede bulunur.



Klasik mekanikte sabit kiitleli bir cismin ivmesi, cisme etki eden net kuvvetle orantilidir
(Newton'un ikinci yasasi):

F =ma

a=F/m

Formiilde F cisme etki eden net kuvvet, m cismin kiitlesi ve a da cismin ivmesini temsil eder.
Ortalama ivme kavrami hiz vektoriindeki degisimin (Av) gegen siireye (At) bolimidir. Anhk
ivme de, At sifira yaklasirken, ¢cok kisa zaman araliklarinda, belirli bir noktanin ivmesidir.

Kutlegekim ivmesi

ivme kiitlecekim sebebiyle de ortaya ¢ikar. Diinya simetrik bir kiire olmadig icin, deniz
seviyesinde kitlegekimi her yerde ayni degildir. Mesela Paris kentinde ivme;

g = 9.80665m/s?

3.2. Birinci ve ikinci tiirevin anlami

Birinci tlrevin verdigi bilgilerden f'(t) veya df/dt olarak yazilan f(t) fonksiyonunun ilk tirevi, t
noktasindaki teget ¢izgisi fonksiyonun egimidir. Bunu grafik olmayan terimlerle ifade etmek
gerekirse, ilk tlrev bize bir fonksiyonun nasil arttigini veya azaldigini ya da ne kadar
artacagini veya azalacagini soyler. Pozitif egim t arttikca f(t)'nin de arttigini séyler. Negatif
egim ise t arttikca f(t)'in azaldigini soyler. Sifir egim 0Ozel bir sey soylemez: fonksiyon o
noktada artar, ne azalir veya yerel maksimumda veya yerel minimumda olabilir. Tlrevler
acisindan bu bilgiler yazilirsa, bir f fonksiyonun herhangi bir nokta kararli olup olmadigini
belirlemek igin

d p
—f(t ) > 0, ise f(t), t= p’de artan bir fonksiyondur.
d p
—f(t ) < 0, ise f(t), t= p’de azalan bir fonksiyondur.
d’ p a
d(t ) = 0, ise o zaman t = p, f (t)'in kritik noktasi olarak adlandirilir ve bu noktada f (t) 'nin

davranisi hakkinda yorum yapilamaz.
. . e e . dzf
Bir fonksiyonun ikinci tiirevi, '’ (t) veya ey olarak yazilir.

d*f(p)

= >0 ise, f(t), t = p'de yukari dogru kavislidir, bolgesel mimum vardir.

t=p'de

t=p

2
'de Lt(zp) <0 ise, f(t), t = p'de asagi dogru kavislidir, bolgesel maksimum vardir.


https://tr.wikipedia.org/wiki/Klasik_mekanik
https://tr.wikipedia.org/wiki/Newton%27%C4%B1n_hareket_yasalar%C4%B1#Newton'un_ikinci_yasas%C4%B1:_%C4%B0vme_yasas%C4%B1
https://tr.wikipedia.org/wiki/K%C3%BCtle

d?f(p)
dt?

t=p'de =0 ise, o zaman f(t) 'in t = p'deki davranisi hakkinda bir yorum yapamiyoruz.

Birinci tlrevin anlamindan t, f(t) fonksiyonunun kritik bir noktasi oldugunda, o noktada
fonksiyonun davranisi hakkinda bir yorum yapabilmek igin, t'in bolgesel maksimum veya
bolgesel minimum oldugunu 6grenmek igin genellikle islevin ikinci tirevi kullanilir. Boylece
t, f(t)’in kritik bir noktasiysa ve f(t)'in ikinci tiirevi pozitifse, t, f(t)’in bolgesel minumumdur.
Benzer sekilde, t, f(t)'in kritik bir noktasiysa ve f(t)'in ikinci tlirevi negatifse, t'in f(t)
fonksiyonun bolgesel maksimum oldugu anlasilir. f(t) fonksiyonun t kritik bir noktasinda f(t)
fonksiyonunun ikinci tirevi sifir oldugunda, nokta hakkinda yeni bir yorum yapamiyoruz.
ikinci tirev testi, kritik noktayr siniflandirmak ve 6zellikle bolgesel maksimum ve bélgesel

minimum bulmak icin bir yol saglar. ikinci tiirev testini 6zetlemek gerekirse:

% =0 ve ddft(p) > 0 ise, f(t) 'in bolgesel bir minimum degeri t = p'dir.

% =0 ve ddf(p) <0ise, f (t) 'in bolgesel bir maksimum degeri t = p'dir.

% =0 ve % =0ise, f (t) 'in t = p'deki davranisi hakkinda bir yorum yapamiyoruz.

Biikiilme Noktalar::

Bir f(t) fonksiyonunun grafiginin t’de bir bikiilme noktasi oldugunu varsayalim. Fonksiyonun
grafigi yukari dogru kavisden asagl dogru kavise veya fonksiyonun grafigi asagi dogru
kavisden yukari dogru kavise gitsin. Acik bir sekilde, bir biikiilme noktasi sadece ikinci tlrevin
0 oldugu noktalarda meydana gelebilir, aksi takdirde grafik ya tamamen yukari dogru kavisli
ya da o noktada tamamen asagi dogru kavisli olacaktir.

Bununla birlikte, bolgesel maksimum ve bélgesel minimumu ve ilk tirevde oldugu gibi, bir
fonksiyonun ikinci tiirevinin 0 oldugu bir noktanin varligl, noktanin bir bikilme noktasi
oldugunu otomatik olarak sdylemez. Dolayisiyla, ikinci tlirev bize bir fonksiyonun grafiginin
sekli hakkinda cok sey soylese de, bize her seyi séyleyemez: bir fonksiyonun grafiginin bir
blikilme noktasi olup olmadigini bize séyleyemez; bize sadece bir blikilme noktasi
olabilecegini soyleyebilir. Kivrim noktalarini kesin olarak bulmak i¢in kullanabilecegimiz ikinci
tlrev testi gibi bir testi diislinebilir misiniz?



3.3. Integration
Let's now discuss integrals in the context of machine learning. Integration is used to find
the area under a curve. The integral is the opposite of differentiation, and is often
referred to as the anti-derivative.

AY

- f(x)

>
a b x

There are two types of integrals: definite and indefinite.

Definite integrals have limits, and can be written as follows: [baf(x)dxJabf(x)dx

Indefinite integrals have no limits, so we're taking the integral from negative infinity to

positive infinity: [f(x)dx

As mentioned, the integral can be understood as the anti-derivative as it reverses
differentiation. In the equation below we have the integral of f'(x) is equal to f(x), so if we
take the integral of a function we get back the original function.

Jf'(x)dx=f(x)+C

The constant of integration and is there because the derivative of a constant is 0, so we

don't know if it was there or not.

The Rules of Integration

Let's review a few of the rules of integration.

The Power Rule - this is the reverse of the power rule in derivatives:
[x"dx=x""/(n+1)+C

Constants - these follow the power rule:



Jkdx=kx+C

Evaluating Definite Integrals

If we have limits on our integral a and b we evaluate them as follows:
fbaf(x)dx

This is the same as saying the (value of f(x) + C at x=b) - (value of f(x) + C at x=a). Since
the C's are going to cancel out we're left with:

Jbaf(x)dx=f(b)-f(a)

Jabf(x)dx=f(b)-f(a)

This can also be written as:
[baf(x)dx=f(x) | ba=f(b)-f(a)[abf(x)dx=f(x) | ab=f(b)-f(a)

We'll discuss integrals more in our article on probability theory, but let's now move on to
the concept of gradients.
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3.4. Diferansiyel Denklemlerin Faz Diizlemleri
bir diferansiyel denkleme 6rnek olarak
y'"" + 3x% — 4y = xe* + 2cotx

verilebilir.

Bir diferansiyel denklemde en yliksek mertebeli tlirevin mertebesi diferansiyel denklemin
mertebesini verir. Ornegin iistteki denklem 3. mertebedendir denir. Bunun yaninda,
mertebeyle sik¢a karistirilan bir kavram olan derece’ye de deginmek gerekir. Bir diferansiyel
denklemde bulunan en yiiksek mertebeli tiirevin Ussiine, bu diferansiyel denklemin derecesi
denecektir.

Bir diferansiyel denklemdeki bagimli degisken ve tiim tiirevleri birinci dereceden ise,
diferansiyel denkleme lineer diferansiyel denklem denir.

Dolayisiyla icerisinde y2,(y”)?, vy, yv’y’”, sin y, €’ gibi terimler bulunan denklemler lineer
degildir. Bunun yaninda denklem x°, xy”’, sin x, In x tiirinden ifadeler icerebilir.

Daha genel bir ifadeyle eger bir diferansiyel denklem
Y + i)y + )y + -+ f(0)y = R(%)

formunda ifade edilebiliyorsa denkleme lineerdir diyecegiz, aksi halde lineer olmayan bir
diferansiyel denklem s6z konusudur. Bu denklemde eger R( x ) = O ise lineer diferansiyel
denklem homaojendir. Aksi durumda denklem homojen olmayan diferansiyel denklem adini
ahr.

Asagidaki diferansiyel denklemleri siniflandiriniz.

Cozim

(1) y””” + 3y = 0 (2. mertebe-lineer-homojen)

(2) y”” + 3y = 2x + sin x (2. mertebe-lineer-homojen degil)

(3) y” + 3yy’ =0 (2. mertebe-lineer degil)

(4) y”’ + sin x y’ + cos y = e > (3. mertebe-lineer degil-homojen degil)



| € R olmak lizere t bagimsiz degiskeninin tiirevlenebilir bir x : I->R fonksiyonunu ele
alahm. Bu boéliimde f : R->R olmak lzere
x=f (x) (

diferansiyel denkleminde bilinmeyen x fonksiyonunda tiirev t degiskenine gore, f fonksiyonunda ise x
degiskenine gore olacaktir. Siklikla karisiklik olmamasi icin dx/dt ve df /dx tiirevlerinin sirasiyla x ve
f'notasyonlari kullanilmaktadir. Bu denkleme bir skaler otonom denklem denir, skaler denmesinin
sebebi bir boyutlu (reel degiskenli) olmasi ve otonom denmesinin sebebi de f fonksiyonunun t
degiskeninden bagimsiz olmasidir.

Otonom denklemlerin genel formu, x=f(x) dir. Bir diferansiyel denklemin otonom olabilmesi
icin tlrev esitliginin karsisinda fonksiyonda sadece x ifadeleri olmasidir. Baska bir degisken
olmamasidir. Bu formdaki denklemlere otonom difarensiyel denklemler adi verilir. Otonom
diferansiyel denklemlerin davranisi genellikle x-x grafigi cizilerek anlasiilmaya calsilir.
Davranistan kastedilen ¢6ziim egrilerini tahmin etmektir. x-x grafigi yorumlanarak ¢6zim
egrilerinin gorlinim tahmin edilebilir. Grafik gizilerek ¢oziim egrilerinin tahmin edilmesine
faz dizlem analizi denir.

Oncelikle x-x grafigini cizilir.

Sekil 2.1.1

Bu grafigi cizdikten sonra su yorumlari yapariz. y=a, y=b, y=c degerleri y’=y fonksiyonunun
kokleridir.

y<a ise y'<0
y=a ise y'=0
a<y<b ise y'>0
y=b ise y'=0
b<y<c ise y'<0
y=C ise y'=0

y>C ise y'>0



Grafige bakarak bu yorumlari kolaylikla yapabiliriz. Bu islemden sonra elde ettigimiz
bilgilerden yararlanarak ¢ozim egrilerinin seklini tahmin ederiz. Séyleki; y’>0 ise ¢6zim
egrileri yukari dogru meyilli olacaktir. Clnki turevin pozitif olabilmesi igin y nin grafigi bu
sekilde bir egri olmalidir. Dolayisiyla buna cizilen teget yani tiirev pozitif olmalidir.Tegetin
egimi sekildeki gibi pozitiftir. y’<0 ise ¢ozim egrileri asagl meyilli olacaktir. y’=0 ise ¢6ziim
egrileri egimi sifir olan diiz birer ¢izgi olacaktir. Bu bilgileri kullanarak basit¢e ¢ozim
egrilerinin seklini gizebiliriz.

Cozlm egrileri gizilir. Y-ekseni ve y nin bagh oldugu degisken cinsinden eksenler gizilir. Biz t
degiskeni kullanacagiz. Yukarida faz diizlem analizinde y’-y grafigi cizilip yorumlandi. Bu ise
¢0zUm egrilerini gosteren y-t grafigi olacaktir.

y
y=¢C
i @ y=b
]
—o >y=a
Sekil 2.1.2

y=a, y=b ve y=c noktalarinda tiirevimiz “0” a esit oldugu icin egrilerimizin egimi sifir olan diiz
cizgiler olmak zorundadir. Diiz olarak cizdigimiz ¢c6ziim egrilerine denge ¢ozlimleri adi verilir.
Dikkat edin higbir ¢c6ziim egrisi birbirine degmemelidir. Denge ¢6ziimleri ile de kesismez.
Grafikte gorilen ¢o6ziim egrilerinin sekilleri boylelikle tahmin edilir. Faz dizlem analizi y’-y
grafigini inceleyerek bu sonuglara vardik. Diger ¢6ziimler denge ¢6ziimlerine (y’=0 olan
cizgilere) yaklasmaya calisir. Sanki diger ¢c6ziim egrileri bir sekilde dengesini ariyor ve oraya
dogru yaklagsmaya calisiyor. Bu yiizden denge ¢ozimleri olarak adlandirilmistir. Bu denge
¢Ozlimleri 6rnegimiz igin; y=a, y=b ve y=c olmak lizere lgtanedir.



Denge ¢ozUmlerinin 3 ¢esidi vardir:
e Kararli denge ¢oziimdleri
e Kararsiz denge ¢oziimleri
e Yari kararli denge ¢ézlimleri

Bunlari anlamak icin tekrar grafige bakilirsa, y=c denge ¢6ziimiine bakilirsa altinda ve
Ustiinde kalan ¢6zim egrilerine gore yorumlanir. t sonsuza giderken altindaki ve tstlindeki
iki cozUm egrisi de y=c denge ¢6ziimiinden uzaklasmaktadir. Dolayisiyla “y=c” ye kararsiz
denge ¢6zimu denir. Kararsiz dengede, ¢c6ziimden biraz disari ¢ikildiginda ¢ézlimler
dengeden uzaklasir.

y=b denge ¢coziimiine bakarsak, t sonsuza giderken ¢6ziimden biraz disari ¢cikildiginda alttaki
ve Usttteki iki cozim egrisi de y=b denge ¢6ziimiine yaklasmaktadir. Dolayisiyla “y=b” ye
kararli denge ¢6ziimu denir. Kararli denge ¢6ziimiinde, ¢dziimden biraz disari ¢ikildiginda
¢O6zlimler dengeye yaklasma egilimi gosterir.

y=a denge ¢6zlimine bakarsak, t sonsuza giderken altinda ve Ustlinde kalan iki ¢dziim egrisi
de “y=a” ¢oziminden uzaklasmaktadir. Dolayisiyla “y=a” ya kararsiz denge ¢6zim denir.
Yari kararli denge ¢o6zimiiniini gostermek gerekirse “y=d” de denge ¢ozimimiz var

v
s

Sekil 2.1.3

diyelim.

t sonsuza dogru giderken “y=d” dogrusundan yukari dogru yaklastiginda “y=d”
dogrusundan uzaklasirken. Asagidaki c6zim egrisine yaklasildiginda “y=d” dogrusuna
yakinlasmaktadir. Yari kararli denge ¢6zlimii= ¢6ziim egrilerinden biri ¢6zim dogrusuna
yaklasirken digeri uzaklasiyorsa buna yari kararli denge ¢6ziimU denir.

Faz diizlem analizini daha iyi kavramak icin baska bir 6rnek lizerinden gidelim



Ornek:

y'=y(y-1).(2-y) diferansiyel denklemi icin oncelikle y’-y grafigini gizelim ve ¢6ziim egrilerini
tahmin edelim. Coziim y(t) seklinde ifade edilmektedir. Daha sonra denge ¢6zimlerini
bulalim ve kararlilik durumlarini inceleyelim. Daha sonra y(2)=5, y(10)=2, y(1)=3/2, y(3)=1,
y(1)=-2 baslangi¢c noktalari olmak Ulzere t sonsuza giderken y(t) ne olur inceleyelim.

Denklem gordiglimuiz tzere tek degisken “y” oldugu icin otonom bir denklemdir. Clnkd,
denklemde sadece y'li’ifadeler bulunmaktadir. ilk isimiz y’-y grafigini cizmek olacaktir.

y=0

N/

y'<0

y'<0

Sekil 2.1.4

Coziim egrileri:

Gozlm egrilerini tahmin etmek igin faz diizlemi analiz yapilir. Grafik tizerinde tiirevin
sifirdan biyuk, sifirdan kiglik ve sifira esit olmasi yorumlanir. Cozim egrilerini tahmin
edelim.

y<0 degerleri icin y’>0 olur. O halde ¢6zliim egrisi yukari dogru meyildir ve y=0 cizgisine
degmez.

y=0ile y=1 araliginda y’<0 olur. O halde ¢6ziim egrisi asagl dogru meyildir ve y=0 ve y=1
cizgilerine degmez.

y=1ile y=2 araliginda y’>0 olur. O halde ¢6ziim egrisi yukari dogru meyildir ve y=1 ile y=2
cizgilerine degmez.

y>2 degerleriicin y’<0 olur. O halde ¢6ziim egrisi asagi dogru meyildir ve y=2 ¢izgisine
degmez.
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Sekil 2.1.5 Co6zim egrileri

Denge Cozlimleri ve Kararhlik Durumlari:

Denge ¢ozlUmleri tirevin sifira esit oldugu durumlardir. Karalilik durumlari analiz edlirken
denge ¢ozlimlerine bakilir. Coziim egrileri kesismez; y=0, y=1 ve y=2 denge ¢6zlimleridir.
Simdi denge ¢6zlimlerine ve kararhlik durumlarina bakalim.

Sekil 3.5’de y=2"den biraz yukari dogru cikilirsa y>2 bolgesindeki egriyi yakalar ve t
blyldikce y=2 gizgisine yaklasir. y=2"den biraz asagi dogru inilirse y<2 bolgesindeki egriyi
yakalar ve t bliyldulkce y=2 cizgisine yaklasir. O halde y=2 cizgisi kararl bir denge
¢OzUimuddr.

Sekil 3.5’de y=1'den biraz yukari dogru cikilirsa y>1 bolgesindeki egriyi yakalar ve t
blyudikce y=2 cizgisine yaklasir. y=1'den biraz asagi dogru inilirse y<1 bolgesindeki egriyi
yakalar ve t bliyldukce y=0 cizgisine yaklasir. O halde y=1 cizgisi kararsiz bir denge

¢OzUimuddr.

Sekil 3.5’de y=0"den biraz yukari dogru cikilirsa y>0 boélgesindeki egriyi yakalar ve t
blyudikce y=0 cizgisine yaklasir. y=0"den biraz asagi dogru inilirse y<0 bolgesindeki egriyi
yakalar ve t bliyldukce y=0 cizgisine yaklasir. O halde y=0 cizgisi karal bir denge ¢6ziimud{r.

y(2)=5, y(10)=2, y(1)=3/2, y(3)=1, y(1)=-2, baslangi¢ noktalari igin t sonsuza gittiginde
¢OzUm egrilerinin davranislarinin anliz edilmesi:



y=2
ﬂ:/ J’
_ (3.1)

y=1

1 (1.-2)

Sekil 2.1.6

t=2, iken y=5 noktasi y>2 ¢6ziUm egrisi Uzerine digser. t - oo olursa, y=2 gizgisine yaklasir.
log;_0 ¥(t) = 2. Kararlidir.

t=1, iken y=3/2 noktasi y<2 veya y>1 ¢6ziim egrisi lizerine dlser. t - oo olursa, y=2 ¢izgisine
yaklasir. log;_. y(t) = 2. Karahdir.

t=3, iken y=1 noktasi ya y>1 ya da y<1 ¢6ziim egrisi lizerine diser. t - oo olursa, ya y=2 ya da
y=0 cizgisine yaklasir. Kararsizdir.

t=1, iken y=-2 noktasi y<0 ¢6zlim egrisi lizerine diser. t - oo olursa, y=0 cizgisine yaklasir.
log;0 y(t) = 0. Kararlidir.

Ornek:

y'=y3-4y2+5y-2 diferansiyel denklem icin, y’-y grafigini cizelim ve ¢6ziim egrileri grafigini
yapalim. Denge ¢6ziimleri ve kararhlik durumlarini analiz edelim. Baslangi¢c noktasi y(0)=y,
kabul edilirse y, 1n hangi degerleri igin ¢6ziim egrilerinin limit davranisi ne olur?

Oncelikle denklemimizin y eksenini nerelerde kestigini bulmak icin ¢carpanlarina ayirmamiz
gerekiyor

y=(v-2).(y% =2y + 1)

y'=(y-2).(y — 1)*

y=2 ve y=1 kesim noktalari

y=1 ¢ift kat kok oldugu icin teget kesecektir.



Y

y'<0

Sekil 2.1.7

Grafigimizi gizdikten sonra ¢6zim egrilerini tahmin etmeye baslayabiliriz.

Sekil 2.1.8

W



y=2 ve y=1 denge ¢6zlmleridir, aralarinda kalan egriler ise ¢6ziim egrilerini vermektedir.
Denge ¢ozlmlerinin kararhlik durumlari incelenirse,

y=2 i¢in t sonsuza giderken iki ¢6zim egrisi de y=2 dogrusundan uzaklastigi igin kararsiz
denge ¢cozimdidur.

y=1i¢in t sonsuza giderken Ustte kalan ¢6zim egrisini yakaladigimizda y=1 dogrusuna
yaklasiyor, altta kalan ¢6ziim egrisi ise y=1 dogrusundan uzaklagsmaktadir. Buna dayanarak
y=1 i¢in yari kararli denge ¢6zimu oldugunu soyleriz.

(0, yo) noktasina baktigimizda y=1 dogrusunun altinda kalan bir ¢6zlim egrisi yakaladigini
gorlyoruz. T sonsuza giderken vy ise eksi sonsuza gider.

(0, ¥o)

Vo<1 icin  t>o00 y—5>-00
1< yp<2  igin t>oo  y->1
Vo=2 icin  t>00 y32
Vo>2 icin  t>00  y—>o0

Otonom denklemler ve faz diizlem analizi yeterince iyi anlasildiginda siiri davranisi
sergileyen insansiz hava araglarinin takip ettikleri yériingelerinin denge ¢éziimlerine
bakilarak kararl yada kararsiz oldugu hakkinda yorum yapabilir.

Ornek:

y'=-y(y-1)=y(1-y)
y=0ve y=1 denge ¢ozlimleridir.

y<0 oldugunda y’<0 olur. O halde y<0 oldugu yerlerde ¢oziim egrileri asagi dogru meyildir,
¢Ozim egrileri y=0 gizgisine degmez.

O<y<1 araliginda y’>0 olur. O halde bu aralikta ¢6zim egrileri yukari dogru meyildir, ¢6zim
egrileri y=0 ve y=1 cizgilerine degmez.



1<y, y’<0 olur. O halde ¢6ziim y>1 oldugu yerlerde ¢6zim egrileri asagi dogru meyildir, y=1
gizgisine degmeaz.

y=0 denge ¢6zim cizgisinden biraz yukar gidildiginde, ¢6zim egrisi yukari dogru y=1
gizgisine yonelir. Biraz asagi gidildiginde ¢6ziim egrileri asagl dogru -co a yonelir. Bu nedenle
y=0 denge ¢6zumdu kararsizdir.

y=1 denge durumundan biraz yukar gidildiginde, ¢6ziim egrisi asagl dogru y=1 cizgisine
yonelir. Biraz asagn gidildiginde de ¢Oziim egrisi yukari dogru y=1 cizgisine yonelir. Bu
nedenle y=1 denge ¢6zimu kararhdir.



3.5. Diferansiyel Denklemler - Dogrultu alanlari ve ¢6ziim egrileri

Bir dogrunun egimi ya da gradyani o dogrunun dikligini, egimliligini belirtir.
y=mx-+k
y'=m

Egim, bir dogrunun herhangi iki noktasi arasindaki dikey degisimin yatay degise orani olarak
tanimlanabilir. Bir dogru Uzerinde (x1,y1) ve (x2,y>) koordinatlarinda iki nokta verildiginde
dogrunun egimi, m

Y2—W1
X2 — X1

m =

ile bulunur. Bir dogrunun pozitif x aksisiyle yaptigi 6 agisi, tanjant fonksiyonu araciligiyla m
egimiyle yakindan ilgilidir,

m = tan@.

y2-y1 isareti + ve x2-x1 isareti + ise 1. Bolge
y2-y1 isareti + ve x2-x1 isareti - ise 2. Bolge
y2-y1lisareti - ve x2-x1 isareti - ise 3. Bolge
y2-ylisareti - ve x2-x1 isareti + ise 4. Bolge

Birinci dereceden lineer diferansiyel denklemleri faz diizlemi analizinde kullaniimaktadir.
Diferansiyel denklemleri, cebirsel denklemlerden ayiran en o6nemli Ozellik “fonksiyon
turevleri” icermeleridir. Bir ya da daha fazla fonksiyonun tirevlerini iceren denklemlere
diferansiyel denklem diyoruz. Diger bir ifadeyle diferansiyel denklem bir takim fonksiyonlar
ile bunlarin tirevleri arasindaki iliskiyi temsil eder. Cogu bilimsel problemlerin tarif edilmesi
bazi anahtar degiskenlerin diger degiskenlere gore olan degisimlerini icerir. Genellikle bu
degiskenlerdeki cok kiiclik degisimlerin dikkate alinmasi daha genel ve hassas bir tanimlama
saglar.



Grafiksel olarak faz diizlemi:

A .
O/'(x, y)
(x,y)
-
Sekil 4. 1.

(x,y) noktasindan gikan bir vektoriin yonu ( x,y)’den sonra gittigi noktanin diger ucu olacaktir.
Tabii o noktada da bir baska vektor olur, sonra o vektor takip edilir, bu siire¢ boyle devam
eder. Surekli vektorleri takip ederek bir gidis yolu Gzerindeki yériingede hareket edilir.

Eger ¢ozlimler 6zgilin ise, gidis yollari birbiriyle kesisemezler. Yani faz portrelerini ¢izerken
soyle bir sekil gormemiz mimkiin degildir.

Sekil 4. 2.

Bu mumkiinsiuzligin sebebini anlamak icin herhangi bir hayali kesisme noktasinda isek bir
sonraki gidisatin ne olacagini diisinmek yeterli. Oyle bir durumda kesisme noktasindan
sonra iki tane farklh gidis yoni olurdu, ve bu iki secenek varligi ¢oziimlerin 6zglnliUgi
prensibine aykiridir.

Diger yandan gidis yollari sabit noktalarda birbirine yaklasabilir, alttaki gibi bir sekil
mumkianddar,



Sekil 4. 3.

ve sabit bir noktada kalir, o noktaya dogru isaret eden gelis yollari sabit noktaya dokunmaz
aslinda, sadece o noktaya yaklasir.

iki boyutlu durumda sabit noktalarin olusmasinin sarti bir x,y noktasi icin hem x'=0, hem
de y'=0 olmasidir. Ya da vektor notasyonu ile f(x*)=0. Esitligin sagindakine dikkat, bu bir "sifir
vektori", icinde sadece sifir degerleri var.

Gidis yollarinin kesismeme sartinin topolojik sonuglarina bir bakalim. Diyelim ki elimizde
kapali bir yériinge (closed orbit) var, R? igin olsun,

e

Sekil

Bir noktadan baslanir, gidis yolu gide gide tekrar kendisine doner. Bu tiir bir yol diferansiyel
denklemlerin donemsel bir ¢6zimi oldugunu gosterir. Simdi disaridan dongiye yaklasan bir
gidis yolu diistinelim (lstteki resimde yine), yol dongliniin icine "giremez"; o zaman 6zglinlik
prensibi ihlal edilmis olur. Hadi birlesim oldugunu varsayalim, ve birlesim sonrasi bir
noktadan zamani geri saralim; birlesme aninda zaman hangi gidis yoluna sapacak? Bu bir
celiski ortaya cikartir. Yani bir dongiiniin varhgi iki boyutta diger gidis yollari icin ciddi bazi
kisitlamalara sebep oluyor.

R3'te gidis yollari birlesebilir, ¢linki (ic boyutta bir déngii uzayda bir ayrim yaratamaz, ve bu
durum bazi sartlarda kaos ortaya cikartir. iki boyutta kaos olmasi mimkiin degildir.
Hatirlarsak, tek boyutta yapilabilecekler ¢ok basitti, sabit noktaya, ya da sonsuzluga dogru



akiyor her sey. iki boyutta sabit noktaya, ya da dénemsel bir yériingeye gidilebilir.. farkl
biraz daha egzotik seyler de miimkiin, fakat kaos miimkiin degil. U¢ boyutta kaos olabilir,
zaten U¢ boyut kaosun ilk ortaya gikabilecegi yer.

Bir x’=f(x) sistemi icin faz portresini (grafigini) ¢cizmek, bunu niteliksel olarak farkh olan tiim
gidis yollarinin géstererek yapmak, sabit noktalari, stabilitesi, ve muhtemel kapali yoriingeler
hakkinda yine niteliksel bilgi toplamak. Bu islem iki boyutta sabit nokta etrafinda
lineerizasyon kullanarak yapilir. Tek boyutta sistemi oldugu gibi analiz etmek kolaydi fakat iki
boyutta bu biraz daha zor.

Lineer veya lineer olmayan tipten, X = f(t,x,x ) denklemler teorisinde x(t) cogu kez x-
ekseninde hareket eden bir noktanin t anindaki yerini ve y(t)=x(t) de t anindaki hizini
tanimlar. (x(t),y(t)) ikilisi, birlikte, sistemin t anindaki durumunu belirler.

Sistemin davranisi, (x,y)-duzleminde (x(t),y(t)) noktasinin geometrik yeri ile tarif edilebilir. Bu
bicimde diferansiyel denklem ile iliskilendirilen (x,y)-dlzlemi faz diizlemi olarak adlandirilir.
(x(t),y(t)) parametrik ¢c6zim egrisine yoriinge ve onun gorintisiine de orbit veya iz denir. Bir
yoriinge ile orbit arasindaki fark, yoriingenin ¢6zim egrisinin oryantasyonunu veren t
parametresi ile donatilmig olmasidir.

ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin veya daha genel olarak iki boyutlu lineer
diferansiyel denklemler sisteminin kalitatif davranisini faz diizlemindeki yoriingeleri cizerek
inceleyecegiz.

Bir diferansiyel denklem y’=f(x,y) biciminde vyazilabiliyorsa, bu esitlik dogrultu alani
olusturmak icin yazilabilir.
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Diferansiyel denklemler farkh gérinumler icerebilir. Genel ¢bzim, y = ce*” dir. Burada c,
integral sabitidir. Her c degerine karsin farkli bir ¢6ziim egrisi bulunur. Bu egerilerin herbirisi
diferansiyel denklemini saglar. Diferansiyel denklemlerin ¢6zimi olarak sonsuz fonksiyon
bulunur. Sonsuz farkli fonksiyon sonsuz ¢oziim egrisini temsil eder. Belirli bir c degeri igin ise
belirli bir egriyi temsil eder. Belirli bir baslangi¢ kosulu icin belli bir ¢ degeri bulundugunda,
bu ¢oziime baglangic kosulunu saglayan 6zel ¢6zim elde edilmis olur. O da ¢6zim
egrilerinden bir tanesine karsilik gelir. C6zim egrileri hicbir zaman birbirini kesmez. Kesmesi
sacma bir durum olur; ¢linkii o zaman bir nokta icin iki ayri ¢6zim egrisi olmus olurdu.
Anlamsizlik olur. Her bir ¢6ziim egrisi, genel ¢oziimdeki sabitin bir degerine karsilik gelir.
Ozel ¢6ziim, ifade eden ¢6ziim egrisi ise balangic degerlerini saglayan integral sabitinin
bulunmasiyla ayirt edilir.



Ornek:

y =x+2y
a) Diferansiyel denklemin dogrultu alanini giziniz
b) Cozlim egrilerini giziniz

c) y= %x - i + ce?* ifadesinin genel ¢6zim oldugunu dogrulayiniz.

d) Coziim egrilerinin hangi c degerlerine karsilik geldigini yorumlayiniz.

(x,y) y
(0,00 |0
(1,0) |1
0,1) |2
3
(1,1)
(-1,0) |-1
(-1,1) |1
(-2,00 |2
(-2,1) |0
(-2,-1) | -4
(-1,-1) |-3
(0-1) |-2
(1,-1) |[-1
(2-1) |0
(2,00 |2
2,1) |4

b)



1 1 . e . . .
y=sx—,+ ce?* ifadesinin tirevi alinir, y' = x + 2y ifadesinde yerine konursa

—% + 2ce®® =x + (—x — % + 2ce?*) ifadesinde goriilecegi lizere esitlik saglandi,

dolayisiyla bu bir genel ¢oziimddr.

d)y= %x - % + ce?* ifadesinde c=0 oldugunda y = %x —i bir dogrusal denklem oldugu

gorilmektedir. ¢>0 oldugunda yukari dogru olan egrileri, c<0 oldugunda asagi dogru egrileri
temsil etmektedir.



Cozum egrileri higbir zaman kesisemez.



3.6. ikinci mertebeden diferansiyel denklemlerin faz diizlemleri

Genel bir bicimde yazilabilen diizlem otonom linner denklem sistemini gdz online alalim.

o e ax+b
7p — ax +by
dy

E—cx+dy

burada x (t) ve y (t), t zamaninin bilinmeyen fonksiyonlaridir ve a, b, ¢, d sabitlerdir.

Ornek:
X = 5x-y
y'=3x+y

Ozdegerlerin bulumasi,

F1=5 6]

5-4  —1 1 42 o
pet([° 5% | T )0 N*-6h+8=0, A1=2, h2=4

A1=2 icin Ozvektdrlerin bulunmasi,

5 71GI=2[]

3u=v, u=1 olursa v=3 olur. Ozvektor: B]

A1=4 icin Ozvektérlerin bulunmasi,

5 J1GT=4L)

u=v, u=1 olursa v=1 olur. Ozvektor: [ﬂ

Ozdegerler gercek ve pozitiftir, dolayisiyla kritik nokta kararsiz bir digimdiir.

!

y
m==

6 = arctan(m)
Burada y’ ve x’ nin isaretleri yoniin bdlgesini, 8 agisi ise dikligini vermektedir.



ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin veya daha genel olarak iki boyutlu lineer
diferansiyel denklemler sisteminin kalitatif davranisi faz diizlemindeki yoriingeleri gizilerek
incelenmektedir.

En basit durumda, p,q sabitler olmak tizere u” + pu’ + qu =0 denklemi igin yazilir. Buradan
(uv)

denkleminin ¢ézimu olur.

X =ax + by
y =cx +dy

Det(Al-A)=0,

|a:A dlix|=0

M —(G@+dAr+ad—bc=0
A —TA+A

T matrisin izidir (trace), yani A matrisinin kdsegenindeki 6gelerin toplamidir. A ise A matrisin
determinantidir.

t=traceA=a+d
A=detA=ad-bc
ikinci dereceden kok bulma formilii kullanarak N’lari bulabiliriz,

_TiVT2—4A

1,2 = 2
T=M+ N
A=}\1}\2

Sabit katsayili, homojen lineer sistemlerde, A bir sabit katsayilar matrisi, ve sayilar reel. Bu
tir sistemlerde orijin her zaman bir sabit noktadir. Faz portresi A'nin 6zdegerleri ve



Ozvektorleri Gzerinden tanimlidir, ki 6zdeger / vektorler sayesinde lineer diferansiyel
denklemleri ¢ézulebilir.

Orjin (x(t),y(t))= 0 her zaman yukaridaki denklemin bir ¢o6zimudur ve kritik nokta, sabit
¢6zum veya denge noktasi olarak adlandirilir. Eger A matrisi tekil degilse, yani |A| # 0 ise
(0,0) yukaridaki denklemin kritik noktasidir. |A| = 0 durumu dejenere durum olarak
adlandirtlir.

Ornek:
X + 6x + 5x = 0, denklemin faz diizlemi analizini yapiniz.

X=y
y = -5x -6y

Det(Al-A)=0,

|—7\ 1
-5

—6—A|=0

A +61+5=0
(A+5)A+1)=0

Ozdegerler: A, = =5, 1, = —1 olarak bulunur.

A2 —TA+A=0
T=MA+ A)=-6
A= }\1)\2=5

Ozvektorlerin bulunmasi:
(A-ADv=0 ,i=1,2, ..

A1=-5 degeri icin 6zvektorin bulunmasi:
(—50 * 5_ 6 i 5) (2)48)

5171 + 172 =0
'5171 - vz =0



Bu denklemler birbirinin kati olacagi icin ¢6zlm igin bir denklemi almamiz yeterli olacaktir.
Her zaman ikinci vektor birimi olan v,’ye bir deger atanarak v, bulunur.

v, =1 ise v; =-1/5
\=-5 degeri icin dzvektd ( 1 )
1=-5 degeri igin 6zvektor, ~1/5

A1 negatif oldugunda kararli noktaya yaklasan bir 6zellik gésterir. Lineer denklem degerini
bulmak igin, v, =y ve v; =xdegeri kondugunda y=-3x elde edilir.

A=-1 degeri icin 6zvektorin bulunmasi:
(—50 * 1_ 6 i 1) (zl)=(8)

171 + UZ =0
'5171 - 5172 =0

Bu denklemler birbirinin kati olacagi icin ¢6zlim igin bir denklemi almamiz yeterli olacaktir.
Her zaman ikinci vektor birimi olan v,’ye bir deger atarak v, bulunur.

v,=1ise v =-1
A,=-1 degeri icin 6zvektor, ( _1)
1

Lineer denklem degerini bulmak icin, v, =y ve v; =xdegeri kondugunda y=-x elde edilir.

¥ /
- e
A~ , ///f —
L Z
a b

Sekil 4.9.



A1, A2 gergek ve zit isaretli:

jo Denge (Eyer) noktasi
A

X
X

LN\
AN

Sekil 4.10.

Bir cizgi Uzerinde ve A1>0 ise, orijinden bliylyerek uzaklasacak sekilde hareket eder. Fakat
diger "6zdeger" icin A\,<0 ise Ustel bir azalma var demektir. Olanlar denge(eger) noktasi
tanimina tam uygun, bir sabit noktaya hem giden hem de ondan kagan gidis yollari vardir.
Kivrimh gidis yoringeleri doldurulurken negatif ve pozitif sonsuzluktan gelis ve gidis
o0zdegerler gbz online alinir.

Ornek:
X =4x -3y
Yy =6x -7y

Cozim 6ngorisi: et ¥ ya da teAt ¥ dir. Burada ¥, 6zvektordir.
Kritik noktalar: x =0, y =0 dir.

G)=(% 236
(s Z5)
Det(AI-A)=0,

4-2 _
Fo" 5 2al=0
A2 +30—10=0
(A +5)(A-2)=0

Ozdegerler: A, = =5, 1, = 2 olarak bulunur.
Ozdeger, A\1<0 icin Ustel bir azalma s6z konusudur. A,>0 oldugundan orijinden biiyiiyerek
uzaklasacak sekilde hareket eder. Olanlar denge(eyer) noktasi tanimina tam uygundur.



Ozvektorlerin bulunmasi:
A-2Dv=0 ,i=1,2, ..

A1=-5 degeri icin 6zvektorin bulunmasi:
(4 -3
A'(6 - 7)
4+5 =3\ (V1\_(0
(6 -7+ 5) (vz)'(o)
9U1 - 3U2 =0
6171 - 21]2 =0
Bu denklemler birbirinin kati olacagi i¢in ¢6ziim igin bir denklemi almamiz yeterli olacaktir.

Her zaman ikinci vektor birimi olan v,’ye bir deger atarak v, bulunur.

v, =1 Iise v; =-1/3
M=-5 degeri icin dzvektd ( 1 )
1=-5 degeri igin 6zvektor, ~1/3

A1 negatif oldugundan kararli noktaya yaklasan bir 6zellik gésterir. Lineer denklem degerini
bulmak igin, v, =y ise v; =x degeri kondugunda y=-3x elde edilir.

A,=2 degeri i¢in 6zvektoriin bulunmasi:
_ — v
(6 2722) ()G

2U1 '3172 =0
6v; - 9v, =0

Bu denklemler birbirinin kati olacagi icin ¢c6ziim icin bir denklemi almamiz yeterli olacaktir.
Her zaman ikinci vektor birimi olan v,’ye bir deger atarak v, bulunur.

v, =1 Iise v, =3/2
\o=2 dederiicin dzvekts (1)
,=2 degeri igin 6zvektor, 3/2

A, pozitif oldugunda kararli noktadan uzaklasan bir 6zellik gosterir. Lineer denklem degerini

bulmakigin, v, = y ise v; =xdegeri kondugunda y = gx elde edilir.



y
y=2/3X
/4//'/';
e X
Sekil 4.11.

A1, A2 sifir olmayan gergek pargalara sahip kompleks esleniklerdir.

jo X
A Kararl odak A
X
o (AN L
NI/
X
jo X
A Kararsiz odak A
X
o LN L
1
X

Sekil 4.12.

Bu durumda A>0, ve nagatif iz t<0, onlari ¢ceken (attracting) hale getiren t?-4A<0 olur, o
zaman kokler, A'lar, kompleks, ve Ozdegerler reel olmayacak. Faz diizleminde kompleks
dzvektorlerle ilgilenilmez, diizlemde sadece reel dzvektorler goriiniir. Ozdegerler birbirinin
kompleks eslenigi olarak tabii ki belli ve birbirinden ayrdir (distinct), A=0 *iw formunda

gosterelir.



o,w'nin fiziksel yorumlamasi yapilabilir. <0 durumu azalma ya da artma oranini kontrol
eder, w ise sarmalin donme oranini temsil eder. Eger x(t) ¢cozlimleri yazilirsa, lineer cebirde
x'in her bileseni e?tcoswt ve e?tsinwt 'nin bir lineer kombinasyonudur. Sarmallar sénimli
titresimlerin geometrik karsiligidir.

Karal ve karasiz diglimlerin oldugu gibi kararl ya da kararsiz sarmallar da olabilir. Oklarin
yoni degistirilerek elde edilir. Aslinda sarmali daha eliptik bir sekilde c¢izilmesi gerekir,
mesela Ustten daha basik bir yuvarlaktir.

A1, A2, gercek pargalan 0'a esit olan kompleks esleniklerdir
Sarmallarin 6zel bir hali o =0 oldugu zamandir.

jo Merkezi nokta X
A A
X
o TN L
X ki

Sekil 4.13.

Bu durumda A>0, t=0 ve A=tiw, yani pir kompleks. Merkez halinde her gidis yolu kapal,
tipik yukaridaki resime benzer. Gidis yollarinin hepsi ayni yone isaret eder. Merkez'in en iyi
bilinen 6rneklerinden biri, soniimsiiz basit harmonik titresirlerin faz diizlemi gizilince bu sekil
cikar, x"+x=0 sisteminin faz dlizlemi bu yapiya benzer.

X'=y
y'=x

ilk 6nce eksenlerden ¢ikan oklar cizilir, ardindan birkag tane diger yerlerden ekleri gizilir.
Gidis yollari bir sabit noktaya yaklasmaz. Her gidis yolu kapali, yani gidip gidip kendilerine
donerler. Orijinde bir sabit nokta var, fakat diger tiim gidis yollari onun etrafinda bir kapal
yoriingedir.

A1= A2, kokler gergek ve birbirine esit

Eger A=0 ise 0 zaman matrisin determinanti sifir demektir, ve sabit nokta bulmak icin Ax=0'i
¢0zmeye ugrasirken bir 6zgin ¢6ziim bulunamaz. Mimkin ¢6zimi olusturan tim sabit
noktalar bir ¢izgi, hatta bir diizlem olusturacaklardir. Dizlem, yani o diizlemdeki her nokta
sabit - bu cok sikici bir dinamik sistemdir. x'=0. Nerede olursan ol, hi¢c hareket edemiyorsun.



Bu sistemin analizi ¢ok kolay (!). Cizgide sabit noktalar belki biraz daha ilging, alttaki sekilde
gorildigi gibi bir durum olabilir.

Sekil 4.14.

Cok yaygin olmasa da ortaya cikabiliyor. Ustteki duruma 0'da izole olmayan sabit nokta
durumu" ismi verilir, clinki orijinin yakininda diger sabit noktalar var.

2-4A=0 durumu:

Burada tekrarlanan kokler var, ve dejenere diglimler ortaya cikabiliyor. Her yon bir 6zvektor
oluyor, ve mesela tim gidis yollari diiz bir sekilde tek bir sabit noktaya akiyorlar, bir yildiz
sekli olusturuyorlar. Ya da tek bir 6zyon var, mesela

Al
0 A
matrisinin 6zvektor ya da 6zdegerleri bunu verir. Kontrol edebilirsiniz, Gstteki matrisin iki

degil sadece bir tane 6zvektor vardir. Mekanik baglaminda bu durum kritik sénimlidar
(critically damped).

Sekil 4.15



3.7. Denge durum noktalari ve faz diizlemleri

Lineer veya lineer olmayan tipten ¥ = f(t,x,%), denklemler teorisinde x(t) cogu kez x-
ekseninde hareket eden bir noktanin t anindaki yerini ve y(t)= x(t) de t anindaki hizini
tanimlar. (x(t), y(t)) ikilisi, birlikte, sistemin t anindaki durumunu belirler.

Sistemin davranisi, (x,y) -dizleminde (x(t), y(t)) noktasinin geometrik yeri ile tarif edilebilir.
Bu bicimde diferansiyel denklem ile iliskilendirilen (x,y)-dlizlemi faz diizlemi olarak
adlandirilir. (x(t), y(t)) parametrik ¢6zim egrisine yoriinge ve onun goriintisiine de orbit
veya iz denir. Bir yoriinge ile orbit arasindaki fark, yoriingenin ¢éziim egrisinin
oryantasyonunu veren t parametresi ile donatilmis olmasidir.

X = f(t, x,x), genel denklemi igin, denge noktalari x ekseninde bulunur ve tim f(x, 0) = 0
¢Ozimleri tarafindan tanimlanir. (x,y) ( y=x ) dizlemdeki faz yollari birinci mertebeden
denklemin ¢oziimleri yardimiyla belirlenir.

. _,_dx
y()—x—dt

. _dy dydx dy
Y T ar VxS eW

dy _f(xy)
dx y
dy X

dx %

x ve y eksenlerindeki olgeklerin her zaman ayni olmadigi unutulmamalidir. Genellikle es
zamanli diferansiyel denklemler olarak muamele edilen f(x, y) ¢c6zim olan (x (t), y (t)), t
cinsinden parametrik olarak elde edilir.



Ornek:
X —8xx = 0 diferansiyel f(x, y)=8xy olur. f(x, 0) = 0 oldugundan, x eksenindeki her nokta
bir denge noktasidir. Faz yollari igin diferansiyel denklem,

X = 8xx
X=y
y = 8xy
dy

— = 8x, genel ¢oziim, y=4x" + C dir.

f(x, y) = 8xy denkleminin faz ¢6ziim ¢izgileri asagidaki sekilde verilmistir.

A\
S

Sekil 3.

Matlab Yazilim kodu:
clear all
close all
x = linspace(-1.5,1.5,15);
y = linspace(-4,4,15);
[M1,M2]=size(y);
[X,Y] = meshgrid(x,y);
u=y,;
fori=1:M2
for j=1:M2
VI(i,j)=-8*X(i,j)*Y(i.j);
end
end
figure(1), quiver(X,Y,U,V,'r')



Ornek: ¥ — 4x + 40x = 0 diferansiyel f(x, y) = 4y-40x olur. f(x, 0) = 0 oldugundan, x
eksenindeki her nokta bir denge noktasidir. Faz yollari igin diferansiyel denklem,
f(x, y) =4y-40x denkleminin faz ¢dzlim gizgileri asagidaki sekilde verilmistir.

I} ."';.
f ."l' 2 s
| I_.-"flr L~ \
‘ J L~ ."'\. |
| | I.' I, _ \\ ] |
| Y/ <A I
e
— — x
-1 | AN/ [ 1
I' II\ N /-"'III / '-'_I r'
- /
\\ ] ,.-r'f /

Sekil 3.2

Matlab Yazilim Kodu:

clear all

close all

x = linspace(-1,1,20);

y = linspace(-4,4,20);

[M1,M2]=size(y);

[X,Y] = meshgrid(x,y);

u=Yy;

for i=1:M2
for j=1:M2
F(i,j)=-40*X(i,j)+4*Y(i,j);
end

end

figure(1), quiver(X,Y,U,F,'r")



Ornek: ¥ — e* —a = 0 diferansiyel f(x,y)=e* + a olur.
f(x, y) = e* + a denkleminin a=-2, a=2 ve a=0 degerleri i¢in faz ¢6zUm ¢izgilerinin bulunmasi.

a<0 i¢in tek denge noktasi vardir.
a>0 i¢in denge noktasi yoktur.
a=0 i¢in denge noktasi yoktur.

Sekil: a<0 icin faz diyagrami ve denge noktasi

b2

Sekil: a>0 icin faz diyagrami ve denge noktasi yoktur.



3.8. Dogrusal Olmayan Otonom Diferansiyel Denklem Sistemleri
Ornek:

x'=10x-5xy
y'=3y+xy-3y°

To find the critical points, we need to find every ordered pair of real numbers (x, y) at which
both x" and y' are zero. This means algebraically solving the system

0= 10x - 5xy
0=3y+xy- 3y2

5x(2-y)=0 denkleminden x=0 ve y=2 elde edilir.

x=0 degeri ikinci denklemde yerine konulursa, 3y-3y*=0 elde edilir. Burdan 3y(1-y)=0
denkleminin kokleri y=0 ve y=1 bulunur.

y=2 degeri ikinci denklemde yerine konulursa, 6+2x-12=0 elde edilir. Burdan da x=3 bulunur.

Diferansiyel denklemin (g kritik noktasi vardir, (0, 0), (0,1), (3,2).



Lineer Olmayan Sistemlerin Kararliligi:

Dizgilin ODE'lerin tipik dengelerinin kararliligi, Jacobian matrisinin 6zdegerlerinin gergek
kisminin isaretiyle belirlenir. Bu 6zdegerler genellikle 'dengenin 6zdegerleri' olarak
adlandirilir. Dlizglin ODE'lerden olusan bir sistemin Jacobian matrisi, durum degiskenlerine
gore sag tarafin kismi tlrevlerinin matrisidir.

Ozdegerleri, dengenin dogrusal kararlilik dzelliklerini belirler. Tiim 6zdegerlerin negatif reel
kisimlari varsa, bir denge asimptotik olarak kararlidir; en az bir 6zdegerin pozitif reel kismi
varsa kararsizdir.

Jacobian matrisinin tiim 6zdegerleri sifir olmayan reel kisimlara sahipse dengenin hiperbolik
oldugu sdylenir.

The Jacobian Matrix of a System

Associated with the regular system

M o

X = fx,y)
l'r — - ¥

Y=g, y)

is the Jacobian matrix of the system. also called the Jacobian matrix of f and g with respect
to x and y, or the Jacobian matrix of the vector-valued function F = [f, g]". This is the
matrix-valued function of x and y . normally denoted by either J or a{f-%"x}“_r_‘.]_ given by

J(’c' y) = alf, g . af-“'rfi.r fj‘f‘}i_\'
X, — ax, y) - a"?-"'a.r Ug!.f{_h.

x'=10x-5xy
y'=3y+xy-3y°

f(x,y)= 10x-5xy
g(x,y)= 3y+xy-3y’

e =" 5 )
o= 1
jon=[3 %
jey=[; ¥

Bir sistem disinin



X (t) = f(x; y);
y'(t) = g(x; y); olsun.

Burada f; g suirekli kismi tlrevlerle ifade edilebilir ve her ikisi de (x0; y0) noktasinda sifir
olmaktadir. J, bu noktada Jacobian matrisini gostersin, yani

_ fx (X0, ¥0) fy(XO» Yo)

/= Ix (X0, Yo) gy(xo»YO)

J'nin tiim 6zdegerleri negatif reel kisma sahipse, (x0; y0) asimptotik olarak kararlidir. Ve eger
J'nin 6zdegerlerinden birinin reel kismi pozitifse, o zaman (x0; y0) kararsizdir.

Ornek:
f(x,y)=x'(t) = 1-y
gxy)=y'(t) =x* -y’

Bu durumda, kritik noktalar tatmin edilebilir.
1-y=01 V=1
N y2=0, X2 = y2

Kritik noktalar A(-1,1), B(1,1) olarak elde edilir.

Kararllik 6zelliklerini belirlemek igin Jacobian matrisine bakilr.

]=[fx fy]_o -1

Ix gy _[ZX —2)/

A(-1; 1) kritik noktasinda, J(—1,1)=[_02 :%]

bu matrisin 6zdegerleri Det(J-Al)=0 dan bulunur. A? + 2A -2=0, A=-1+V/3, 6zdegerlerden biri
pozitif oldugu icin A (-1,1) kritik noktasinda kararsizdir.

B(1; 1) kritik noktasinda, J(-1'1)=[(2) :;]

bu matrisin 6zdegerleri Det(J-Al)=0 dan bulunur. A? + 2\ + 2=0, A=-1+ i, 6zdegerlerin reel
kisimlari negatif olduguna B (1,1) kritik noktasinda asimtotik kararlidir.



Dogrusal olmayan diizenli otonom sistemin x’ = F(x) taslagi (kaba) faz portreleri var. ilk
olarak, asagidaki prosediirle kritik noktalara yakin yoriingelerin davranisi belirlenir:
1) Sistem icin J(x, y) Jacobian matrisini hesaplanir.
2) Tum kritik noktalar bulunur.
3) Her kritik nokta icin (xo, Yo) :
— A =J(xo, Yo) noktasindaki Jacobian matrisini degerlendirilir. Bu, (xo, yo)'da karsilik gelen
lineer sistem igin matristir.
- Aicin 6zdegerleri ve uygunsa O6zvektorleri bulunur.
- Matris A'nin 6zdegerleri ve uygunsa, 6zvektorleri kullanilarak, her bir kritik noktanin
kararlihgi ve tipi belirlenir ve kritik noktanin yakinindaki bolgedeki yoriingeler gizilir.
Yoringelerin “hareket yon(i” gostergelerinin eklendiginden emin olunur.

3.9. Directional Derivatives and Gradient Vectors

Egim (Gradient)
Gradients are extremely important in machine learning because this is how we optimize
neural networks.

To understand gradients we need to return to partial derivatives, which we can reorganize
into a vector as shown below: ddxandddyddxandddy

V=->ddx,

dyV=dx,

dy—>

where V is the gradient.

Let's look at an example - if we have the gradient for f(x,y) this is the same as writing the
partial of ff with respect to xx and the partial with respect to y:
Vi(x,y)==>df(x,y)dx, df(x,y)dy

Understanding the Gradient
As you may have guessed, like the derivative, the gradient represents the slope of a
function.

The gradient points in the direction of the largest rate of increase of the function, and its
magnitude is the slope in that direction.

This is very valuable because we can determine the direction to change our variables that
will have the greatest impact. In the context of machine learning we take the negative
gradient direction to minimize our loss function.



Gradient Vectors

It's important to note that gradients are not restricted to two dimensions like we've seen,
and are often expanded into higher dimensions. In the context of machine learning we
rarely stop at 3 dimensions, so gradient vectors can be organized as partial derivatives for a
scalar function. If there are multiple functions, we use the Jacobian, which is a vector of
gradients.

Let's now look at convex optimization and see how we can use gradients to minimize the
loss function in our machine learning algorithm.

Ornek:

[X,Y] = meshgrid(-2:0.25:2,-1:0.2:1);

Z = X.*exp(-X."2 - Y.A2);

[U,V,W] = surfnorm(X,Y,Z);

Display the vectors as a 3-D quiver plot. Then, display the surface in the same axes. Adjust
the display so that the vectors appear normal to the surface by calling axis equal.
quiver3(X,Y,Z,U,V,W)

hold on

surf(X,Y,2)

axis equal

Ornek:

spacing =0.2;

[X,Y] = meshgrid(-2:spacing:2);

Z = X.*exp(-X.A2 - Y.N2);

[DX,DY] = gradient(Z,spacing);

Display the gradient vectors as a quiver plot. Then, display contour lines in the same axes.
Adjust the display so that the gradient vectors appear perpendicular to the contour lines by
calling axis equal.

quiver(X,Y,DX,DY)

hold on

contour(X,Y,Z)

axis equal

hold off

Ornek:

[X,Y] = meshgrid(-pi:pi/8:pi,-pi:pi/8:pi);
U =sin(Y);

V = cos(X);

quiver(X,Y,U,V,'r")


https://en.wikipedia.org/wiki/Jacobian_matrix_and_determinant

Gradients, Gradient Plots and Tangent Planes

Visualizing Gradients of Functions of Two Variables

Birkag degiskenli bir fonksiyonun gradyani, bilesenleri fonksiyonun kismi tiirevleri olan vektor degerli
fonksiyondur.

Syms xy z
f=((x12-1)+(y"2-4)+(xA2-1)*(y"2-4))/(x"2+y"2+1)"2
f=((x"2-1)*(y"2 - 4) + x"2 + yA2 - 5)/(x 2 + y*2 + 1)"2

f'nin gradyani, simgesel arag¢ kutusundaki jacobian islevi kullanilarak hesaplanabilir. Jacobian'in ikinci
arglimani olarak bilesenleri degisken olan bir vektore ihtiya¢ duyulduguna dikkat edin. Bu arada,
gradyan adinda bir MATLAB komutu da vardir, ancak gradyan icin sembolik bir form degil, gradyan
icin sayisal bir yaklasim Uretir.

gradf=jacobian(f,[x,y])

gradf =

[(2%x + 2*x*(y~2 - 4))/(XA2 + yA2 + 1)A2 - (4*x*((xA2 - 1)*(yA2 - 4) + X2 + yA2 - 5))/(xP2 + yA2 + 1)73,
(2%y + 2*y*(xA2 - 1))/(xA2 + yA2 + 1)A2 - (4*y*((XA2 - 1)*(yA2 - 4) + xA2 + yA2 - 5))/(xA2 + yA2 + 1)A3]

Quiver kullanarak f'nin gradyanini ¢izebiliriz. Bunu f'nin kontur grafigi Gizerine bindirmek 6zellikle
ilginctir. Hem titreme hem de kontur, 6nce meshgrid kullanilmasini gerektirir. lyi bir resim elde
etmek igin, genellikle kontur igin oldukga yakin aralikh bir aga, ancak titreme icin daha seyrek bir aga
ihtiyaciniz oldugunu unutmayin.

[xx, yy] = meshgrid(-3:.1:3,-3:.1:3);

ffun = @(x,y) eval(vectorize(f));

fxfun = @(x,y) eval(vectorize(gradf(1)));
fyfun = @(x,y) eval(vectorize(gradf(2)));
contour(xx, yy, ffun(xx,yy), 30)

hold on

[xx, yy] = meshgrid(-3:.25:3,-3:.25:3);
quiver(xx, yy, fxfun(xx,yy), fyfun(xx,yy), 0.6)
axis equal tight, hold off



Gradyan grafigindeki oklarin uzunluklari, hem adim boyutu hem de uzunluk parametresi olarak
adlandiracagimiz (istege bagli) son sayisal parametre tarafindan belirlenir. Burada olan sey, sayisal
'gradyan’ islevinin, islevin 1zgara lzerindeki bitisik noktalardaki degerlerini karsilastirmasi ve oklari
son parametrenin fark katlariyla orantili hale getirmesidir. Yararh bir gradyan grafigi elde etmek igin
birkag farkli adim boyutu ve uzunluk parametresi seti ile deneme yapmak gerekli olabilir. Degrade
oklarin her zaman seviye egrilerine dik olduguna dikkat edin. Bu her zaman boyledir.

Behavior Near Critical Points

Bunun gibi bir ¢izim, fonksiyonun kritik noktalari hakkinda bilgi vermek icin yorumlanabilir. Kritik
noktalar, gradyan vektoriiniin kayboldugu noktalardir. Fonksiyonun kritik noktaya yakin davranisi
ikinci turevler tarafindan kontrol ediliyorsa (boylece 'ikinci tiirev testi' uygulanir) kritik bir nokta
dejenere olarak adlandirilir. iki degiskenli fonksiyonlar icin, ¢ tiir dejenere olmayan kritik nokta
vardir. Bunlari asagidaki Ug tir resimden taniyabilirsiniz:

f1 = x72 + y72; gradfl = jacobian(f1,[x,y]);
fifun = @(x,y) eval(vectorize(f1));

fixfun = @(x,y) eval(vectorize(gradf1(1)));
flyfun = @(x,y) eval(vectorize(gradf1(2)));

[xx, yy] = meshgrid(-1:.1:1,-1:.1:1);

contour(xx, yy, fifun(xx, yy), 10)

hold on

quiver(xx, yy, flxfun(xx, yy), flyfun(xx, yy), 0.5)
title('local minimum’), axis equal tight, hold off
set(gca, 'YTick', -1:.5:1)



local minimum
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contour(xx, yy, -f1fun(xx, yy), 10)

hold on

quiver(xx, yy, -f1xfun(xx, yy), -flyfun(xx, yy), 0.5)
title('local maximum'), axis equal tight, hold off
set(gca, 'YTick', -1:.5:1)

local maxirmum
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f2 = x"2 - y*2; gradf2 = jacobian(f2,[x,y]);
f2fun = @(x,y) eval(vectorize(f2));

f2xfun = @(x,y) eval(vectorize(gradf2(1)));
f2yfun = @(x,y) eval(vectorize(gradf2(2)));
contour(xx, yy, f2fun(xx, yy), 10)

hold on

quiver(xx, yy, f2xfun(xx, yy), f2yfun(xx, yy), 0.5)
title('saddle point'), axis equal tight, hold off
set(gca, 'YTick', -1:.5:1)

saddle paint

f fonksiyonu durumunda, x ekseninde iki yerel minimum ve bir eyer noktasi oldugunu gérebiliriz. iki
minimum, gradyan oklarinin disariyi gésterdigi kapali konturlarla cevrili olduklari gerceginden
belirlenebilir. Eyer noktasi, iki minimum etrafindaki kapali kontur ciftlerinden olusan konturlardan,
her iki minimumu ¢evreleyen tek egrilere gecisi isaretler. Bir eyer noktasindan gegen seviye egrisinin
kendi kendine kesistigine dikkat edin. Simetri ile, eyer noktasinin orijinde oldugu ve minimumlarin
simetrik olarak etrafina yerlestirildigi sonucuna varmak givenli gériiniyor. Bir sonraki defterde bu
ornegi takip etmeye devam edecegiz.

Problem 1:
e (a) Obtain a simultaneous contour and gradient plot of the function
xd + 223y — 6x%y° +
4yl 41

glx,y) =

]

defined in Problem 1 of the previous lesson.
e (b) Explain what information the plot conveys regarding the location and nature of the
critical points of the function.



Gradients of Functions of Three Variables, and Tangent Planes to Surfaces

iki degiskenli bir fonksiyonun gradyaninin her zaman fonksiyonun seviye egrilerine normal oldugu
gbzleminin Gg boyutlu benzeri, tg¢ boyutlu bir fonksiyonun gradyaninin her zaman fonksiyonun seviye
ylzeylerine normal olmasidir. Bundan, herhangi bir noktadaki fonksiyonun gradyaninin, o noktadaki
teget dizleme o noktadan gegen diiz ylizeye dik oldugu sonucu gikar. Bu, segcilen bir noktada bir
ylzeye teget dizlemi gizmek igin kullanilabilir. Ylzeyi gizelim

-'.%.';3 '.EJ:‘3 ‘i_:,.rz =10
together with its tangent plane at the point (2,4,2). We begin by checking that the indicated point
satisfies the equation.

g= 3*ZA3_2*XA2_yA2; SUbs(gl[leIZ]I[21412])
ans= 0

Next we determine the gradient of g at (2,4,2).

gradg=jacobian(g, [x,y,z])
planenormal=subs(gradg, [x,y,z], [2,4,2])

gradg = [ (-4)*x, (-2)*y, 9%z"2]
planenormal= -8 -8 36

Next we write the function that determines the plane.
realdot = @(u, v) u*transpose(v);
planeq = realdot(planenormal, [x-2,y-4,z-2])

planeq = 36*z - 8*y - 8*x - 24

Then we solve for z in terms of x and y to make this easier to plot.
planefun=solve(planeq,z)

planefun = (2*x)/9 + (2*y)/9 + 2/3

Finally we plot the surface g = 0 and add a plot of the plane so we can see the tangency.
implicitplot3d(g, 0, -5, 5, -5, 5, 0, 3, 20), hold on

plot3(2, 4, 2, 'xr')

ezmesh(planefun, [-5, 5, -5, 5]), hold off

set(gca, 'YTick', -5:5:5, 'ZTick', 0:3)

title '3z23 - 2x*2 - y*2 = 0 and its tangent plane at one point'



373 - 22 - "2 =0 and its tangent plane at ane point

g

Note that there is another way we could have done this. We could have instead solved for zas a
function of x and y in the equation g(x, y, z) = 0 and represented our surface as the graph of a
function of two variables: z = h(x, y). Then we could have gotten the equation of the tangent plane
from the gradient of h. Here are the details:

h=solve(g,z)

(37M(2/3)*(2*x 2 + y"2)M(1/3))/3
(37M(2/3)*(2*x~2 + y*2)M(1/3)*((37(1/2)*i)/2 - 1/2))/3
-(3M(2/3)*(2*x"2 + y"2)M1/3)*((37(1/2)*i)/2 + 1/2))/3
Since h should be real, we want the first solution.

h=h(1)
h = (37(2/3)*(2*x2 + yA2)A(1/3))/3

The equation of the tangent plane is then given by:
2= Vh(2,4) + h(2,4)  (z — 2,y — 4).

gradh=simplify(subs(jacobian(h,[x,y]), [x,y], [sym(2),sym(4)]))
planefun=simplify(subs(h,[x,y], [sym(2),sym(4)]))+realdot(gradh,[x-2,y-4])

gradh = [2/9, 2/9]
planefun = (2*x)/9 + (2*y)/9 + 2/3

This is the same answer as before. Again we can produce a plot:

ezmesh(h,[-5,5,-5,5]), hold on, ezmesh(planefun,[-5,5,-5,5]), hold off
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Problem 2:
Obtain a plot showing the hyperboloid together with its tangent plane at the point (3,4,5).
Additional Problems:

e 1. Obtain simultaneous contour and gradient plots for the function
fla,y) = (@° +9°)P -2 + .
What information does your plot give you regarding the location and classification of the critical
points of in the region -1.5 < x, y < 1.5?

e 2. Obtain a plot showing the ellipsoid

el
T

4
together with its tangent plane at the point (2,3,1).

b [}
=3
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e 3. Find the equation of the tangent plane to the surface x y z = 8 at the point (-2, -2, 2) in two
different ways: by thinking of the surface as a graph of a function of two variables, and also
by thinking of the surface as a level surface of a function of three variables. Check that your
two answers agree. Then plot the surface (in a vicinity of this point) along with the tangent
plane, so that the tangency is visible (you need only do this once).



3.10. The Potansiyel fonksiyon

Konservatif bir sistemin potansiyel enerjisi V(x) slireklidir ve x <-1 igin kesinlikle artmakta,
| x| <1 igin sifir ve x> 1 igin kesinlikle azalmaktadir. Denge noktalarini bulun ve sistemin faz
diyagramini gizin.

V(x) potansiyeli olan bir sistem gegerli denkleme sahiptir.
dV (x)
dx

V&) = — f £ y)dx

Denge noktalari = 0 oldugunda veya dV(x)/dx = 0 oldugunda olusur; bu, x eksenindeki tim

noktalarin |x| <1 denge noktalari oldugu anlamina gelir. Ayrica, faz diyagramlari
%yz = V(x) + C yardimiyla verilir.
Bu potansiyel ifade, Schwarzian tirevi ile kaotik davranis analizinde kullanilmaktadir.

quiver(X,Y,U,V) plots arrows with directional components U and V at the Cartesian
coordinates specified by X and Y.

The Potansiyel fonksiyon:

u=x
v=y
x ve y degiskenlerinin ivmeleri, ©t ve v dir.
u=x
v=y

Potansiyel bir fonksiyon bu ivmeleri verir.

F=-W(xy) = (F(xy) EXxy) = ()



4. Fonksiyon Optimizasyonu

4.1. Veri biliminde cebir ve diferansiyel hesaplama

Turev, bir bagimli degiskenin diger bagimsiz degiskene gore degisim oranini tanimlar.
Makine 6greniminde tlrevler, fonksiyon optimizasyonu igin dnemlidir. Tirevler, "Ne kadar
hizli?" "Ne kadar dik?" ve "Ne kadar hassas?" gibi degisim oranlari ve yonu ile ilgili sorulara
yanit verir. Bu degisim oranlari 8y / 6x ile gosterilir, dolayisiyla bagimsiz degisken 6x'teki bir
degisiklige gore bagimli degisken &y'deki bir degisikligi tanimlar. Bir araba saatte 100
kilometre hizla gidiyor dedigimizde sadece degisim hizini belirtmis oluyoruz. Siklikla
kullandigimiz ortak terim hizin, farkli iki anlami vardir. Once ikisini birbirinden ayirmamiz en
iyisi olacaktir. Zamansal Hiz (speed), bir nesnenin bir yol boyunca hareket ettigi zaman
hizidir, Hareketsel hiz (Velocity) ise bir nesnenin hareketinin hizi ve yonidir. Zamansal hiz
her zaman pozitiftir, oysa hareketsel hiz bir yén kavrami getirir ve bu nedenle hem pozitif
hem de negatif degerler gosterebilir.

Hareketsel Hiz = 8y / 6t

Hareketsel hizin arabanin konumundaki degisimi dy, 8t zaman araligi icinde verdigi anlamina
gelir. Baska bir deyisle, hareketsel hiz, konumun zamana gore birinci tlrevidir.

Ya y = f(x)
(x+h, f(x+h))

o

flsh)1(x)
h

Arabanin hareketsel hizi, 6rnegin araba siirekli olarak saatte 100 kilometre hizla gidiyorsa
sabit kalabilir veya zamanin bir fonksiyonu olarak da degisebilir. ikincisi durumunda, bu,
hareketsel hiz fonksiyonunun kendisinin zamanin bir fonksiyonu olarak degistigi anlamina
gelir veya daha basit bir ifadeyle, arabanin hizlandigi séylenebilir. ivme, hizin birinci tiirevi v
ve konumun ikinci tirevi y olarak zamana gére tanimlanir: ivme = 8v / 8t = 8%y / 8t°



Daha iyi gorsellestirmek icin konum, hiz ve ivme egrilerini gizebiliriz. Arabanin konumunun

zamanin bir fonksiyonu olarak y(t) = t* — 8t* + 40t ile verildigini varsayalim.
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Arabanin zamana karsi konumunun ¢izgi grafigi

Turevini bulmak icin kuvvet kuralini y(t)'ye uygulamak zorunda kalsaydik, hizin asagidaki
fonksiyon tarafindan tanimlandigini bulurduk: v(t) = y’(t) = 3t> — 16t + 40.

Bu, arabanin hiz grafigiyle gosterilir:
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Arabanin zamana karsi hizinin ¢izgi grafigi

Grafik, arabanin konumunun yolculugun basinda yavasca degistigini, yaklasik t = 2,7

saniyeye kadar hafifce yavasladigini, bu noktada degisim hizinin arttigini ve yolculugun

sonuna kadar artmaya devam ettigini gosteriyor.

Arabanin yolculuk boyunca pozitif bir hiza sahip olduguna dikkat edin ve bunun nedeni asla

yon degistirmemesidir. Bu nedenle, kendimizi bu hareket halindeki arabada otururken hayal
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etmemiz gerekseydi, hiz gostergesi bize hiz grafiginde ¢izdigimiz degerleri gosteriyor olurdu
(¢linkl hiz bastan sona pozitif kalir, aksi takdirde hizi hesaplamak icin hiz grafiginin mutlak
degerini bulmamiz gerekirdi).

Tirevini bulmak icin kuvvet kuralini v(t)'ye tekrar uygulamak zorunda kalsaydik, ivmenin
asagidaki fonksiyon tarafindan tanimlandigini bulurduk: a(t) = v'(t) = 6t — 16. ivme grafigini
de gizebiliriz:
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Arabanin zamana karsi ivmesinin gizgi grafigi

Grafigin artik t = [0, 2.7) saniye zaman araliginda negatif ivme ile karakterize edildigini
gorlyoruz. Bunun nedeni, ivmenin hizin tirevi olmasi ve bu zaman araliginda arabanin
hizinin azalmasidir.

Tum fonksiyonlar bir araya getirildiginde asagidakiler yazilir:
y(t) = £ — 8t> + 40t

v(t) = y'(t) = 3t — 16t + 40

a(t)=Vv'(t)=6t-16

t = 10s yerine koyarsak, yolculugun sonunda arabanin 600 m yol aldigini, hizinin 180 m/s
oldugunu ve 44 m/s*'de hizlandigini bulmak icin bu tic islevi kullanabiliriz. Tiim bu degerlerin
az once cizdigimiz grafiklerle uyustugunu dogrulayabiliriz. Bu 6zel 6rnegi, bir arabanin hizini
ve ivmesini bulma baglaminda olusturduk. Ancak zamanla (veya zamandan baska
degiskenlerle) degisen ve bu 0Ozel 6rnek icin az 6nce yaptigimiz gibi tirev kavrami
uygulanarak incelenebilecek ¢ok sayida gercek hayat olgusu vardir.
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Birkag 6rnek:
¢ Yakin gelecekte niifus blyikligindeki degisiklikleri tahmin etmek icin kullanilabilen, bir
popilasyonun (bir insan toplulugu veya bir bakteri kolonisi olsun) zaman icindeki
blyime hizi.
¢ Hava tahmini igin kullanilabilen konumun bir fonksiyonu olarak sicakliktaki degisiklikler.
¢ Gelecekteki borsa davranisini tahmin etmek icin kullanilabilen borsanin zaman igindeki

dalgalanmalari.

Optimizasyon Algoritmalarinda Tiirev Uygulamalari

Turevler optimizasyon problemlerinin ¢éziiminde dnemli bilgiler saglar. Araba 6rnegi igin
yaptigimiz alistirmanin aynisini yaparak, tiirevlerin hata fonksiyonu hakkinda ne séyledigine
daha yakindan bakalim.

Bu amagcla, fonksiyon optimizasyonu icin asagidaki tek boyutlu test fonksiyonunu ele alalim:
flx) =—=xsin(x)

f'(x) ile gosterilen birinci tirevini bulmak icin f(x)'e ¢arpim kurali uygulanir ve sonra f”(x) ile
gosterilen ikinci tlrevi bulmak icin f'(x)'e carpim kuralini tekrar uygulanir:

£ (x) =-sin(x) — x cos(x)

f’(x) = xsin(x) — 2 cos(x)

Bu (g islevi gorsellestirmek icin x'in farklh degerleri icin cizebiliriz:

10 : ; —
f(x) ,

See - () ;
f I(X) ,

-10 : ' f :

Fonksiyonun Dogru Grafigi, f(x), birinci tirevi, f'(x) ve ikinci tiirevi, f’(x)

Daha 6nce araba orneginde gozlemledigimiz gibi, birinci tirevin grafigi f(x)'in nasil ve ne
kadar degistigini gosterir. Ornegin, pozitif bir tiirev, f(x)'in artan bir fonksiyon oldugunu
gosterirken, negatif bir tlirev bize f(x)'in artik azalmakta oldugunu soyler. Bu nedenle,
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minimum fonksiyon arayisinda optimizasyon algoritmasi, 6grenme hizi €'ya dayali olarak
girdide kiguk degisiklikler gerceklestirirse:
x_new=x—¢ f(x)

Daha sonra algoritma, tirevin ters yoniine hareket ederek (isareti ters cevirerek) f(x)'i
azaltabilir. ikinci tiirevi egriligi dlcmek olarak diisiinebiliriz.

Ornegin, algoritma birinci tiirevin sifir oldugu kritik bir noktaya ulasirsa, bu noktanin yerel
maksimum, yerel minimum, eyer noktasi veya yalnizca f'(x)'e dayali diiz bélge oldugunu ayirt
edemez. Bununla birlikte, ikinci tlrev araya girdiginde, algoritma, ikinci tirev sifirdan
blylkse, s6z konusu kritik noktanin yerel bir minimum oldugunu soéyleyebilir. Bir yerel
maksimum igin, ikinci tlrev sifirdan kiclktlr. Dolayisiyla, ikinci tiirev, optimizasyon
algoritmasina hangi yone hareket etmesi gerektigi konusunda bilgi verebilir. Ne yazik ki, bu
test, her iki durumda da ikinci tiirevi sifir olan eyer noktalari ve diz bolgeler igin sonugsuz
kalmaktadir.

Gradyan inisine dayali optimizasyon algoritmalari, ikinci dereceden tirevleri kullanmazlar ve
bu nedenle birinci dereceden optimizasyon algoritmalari olarak bilinirler. ikinci tiirevlerin
kullanimindan yararlanan Newton yontemi gibi optimizasyon algoritmalarina, aksi takdirde
ikinci dereceden optimizasyon algoritmalari denir.

Tiirev Formiilleri
Dogrusal, tstel ve logaritmik fonksiyonlar gibi bazi fonksiyonlarin tiirev formdlleri asagida

listelenmistir:
e d/dx (k) =0, burada k herhangi bir sabittir.
e d/dx(x)=1

o d/dx(x") = nx"*

e d/dx (kx) = k, burada k herhangi bir sabittir.
e d/dx (Vx)=1/2vx

o d/dx (1/x) = -1/%°

e d/dx(logx)=1/x,x>0

e d/dx (e¥) = e

e d/dx(a¥)=2a"loga

Trigonometrik Fonksiyonlarin Tiirevleri:
e d/dx (sin x) = cos x
e d/dx (cos x) =-sin x
e d/dx (tan x) = sec’x
e d/dx (cosec x) = -cosec x cot x
e d/dx (secx)=secxtan x
e d/dx (cot x) = -cosec’x



Tiirev Tiirleri:
Turevler, birinci ve ikinci dereceden tirevler gibi siralarina goére farkli tiirlerde
siniflandirilabilir. Bunlar asagida verildigi gibi tanimlanabilir.

Birinci mertebeden tirevler, fonksiyonun artan mi yoksa azalan mi oldugunu fonksiyonun
yoni hakkinda soyler. Birinci tlirev matematigi veya birinci dereceden tirev, anlik bir
degisim orani olarak yorumlanabilir. Teget dogrunun egiminden de tahmin edilebilir.

ikinci dereceden tiirevler, verilen fonksiyon icin grafigin sekli hakkinda bir fikir edinmek igin
kullanilir. Fonksiyonlar igblikeylik agisindan siniflandirilabilir. Verilen grafik fonksiyonunun
icblkeyligi iki tire ayrilir:

e Yukari icbiikey

e Asagi icbiikey

Analiz-Tiirev Ornegi: Burada f(x) bir fonksiyon olsun f(x) = x*
x'nin tiirevi 2x'tir, yani x'teki her birim degisimde fonksiyonun degeri iki katina ¢ikar (2x).

Limitler ve Tirevler:

dx o kadar kiguk yapildiginda neredeyse hig oluyor. Limitler ile, x'in sifira yaklastigini ancak
sifir olmadigini séylemek istiyoruz.

Matematiksel olarak: tiim gercek € > 0 icin gercek bir 6 > 0 vardir, dyle kiO < |x - c| <§,
(buradac €R) |f(x) -L| <e

Anlik degisim hizi problemini ¢6zmek igin tiirev kurallarinin uygulanmasi:

Bir parasitcl 2200 m yikseklikten ucaktan athyor. t saniye sonra parasltcliniin yerden
metre cinsinden yiksekligi h(t) = 2200 — 4,9t fonksiyonu ile temsil edilir (hava direncinin bir
faktor olmadigi varsayilarak). Paraslit¢li 4 saniye sonra ne kadar hizli distyor?

Zamanin herhangi bir noktasinda hava dalis¢isinin boyunun anlk degisim orani, yiikseklik
fonksiyonunun tiirevi ile temsil edilir.

h(t) = 2200 — 4,9t>

h'(t)=0-4,9 (2t) =-9,8 t

4 s'deki anlik degisim oranini bulmak icin tiirev fonksiyonunda t = 4'l degistirin.
h'(t)=-9,8 (4) =-39,2

4 saniye sonra parasitcti 39.2 m/s hizla dusiyor.



Derivative of tan x

Let f(x) = tan x

We know that tan x = sin x/ cos x

Let us take u = sin x and v = cos x

As we know,

d/dx (u/v) = [v(du/dx) — u(dv/dx)]/ v*

d/dx (sin x/cos x) = [cos x(d/dx)sin x — sin x(d/dx)cos x]/ cos’x
= [cos X . cos X — sin X . (-sin x)]/cos’x = (cos’x + sin’x)/cos’x
Using the identity sin’A + cos’A = 1,

= 1/cos’x= sec’x [since 1/cos x = sec X]

d/dx (tan x) = sec’x

Therefore, the derivative of tan x is sec’x.

Derivative of 1/x

The derivative of 1/x can be derived as given below:
d/dx (1/x) = d/dx (x})

We know that d/dx (x") = nx"~*

Here,n=-1

d/dx(1/x) = d/dx (x) = (-1)x* 7Y

= -x%=-1/x*

Hence, the derivative of 1/x is -1/x°.

Diferansiyel hesap

Diferansiyel Hesap, niceliklerin degisme oranlari ile ilgilidir. Bir 6rnek, boyutsal uzayda bir
noktanin yakininda degisiklik davranisini 6lgmek igin bir tiirev kullanmaktir. Eger bir
fonksiyonumuz varsa:

f () =22

daha sonra, diferansiyel hesabin kuvvet kurali uygulanarak, tirev islevi her x noktasina gore
y ekseni olarak da distnilen f(x)'teki degisim olarak ifade edilir:
o d
fa)=<L
da
Bu ayni zamanda egrinin x noktasindaki egimini veya gradyanini da gosterir. Bir skaler alanin

= 2

yon tirevi (gradyan) artimin en ¢ok oldugu yere dogru yonelmis bir vektor alanini verir ve
blyuklGgu degisimin en blylik degerine esittir.
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Diferansiyel Hesap Kurallari

Asagidaki kurallar, ortak fonksiyonlarin tiirevini hizh bir sekilde belirlemenin bir yolunu
sunar. Daha karmasik islevler, bu kurallar uygulanabilene kadar kademeli olarak daha kdi¢lik

bilesenlere bollnebilir.

Using:

constants
radians
variables
functions

sin

COs

tan

-
-

L,y

f.g.ln.log, sin, cos, tan, sec

sin (r) cos(r)



constant

line

exponential

exponential of e

square root

logarithm base e

logarithm base a

mult. by constant

power
suIm

difference

product

quotient

reciprocal

’

chain using

od
chain using —
dr

original

derivative

du dx



Matematikte Turev, bir fonksiyonun bir degiskene gore degisim oranidir. Tirevler,
matematik ve diferansiyel denklemlerdeki problemlerin ¢6zimd igin temeldir. Genel olarak
bilim adamlari, ilgilenilen bazi degiskenlerin degisim oranini elde etmek igin dinamik
sistemleri gozlemler, bu bilgiyi bazi diferansiyel denklemlere dahil eder ve farkli kosullar
altinda orijinal sistemin davranisini tahmin etmek icin kullanilabilecek bir fonksiyon elde
etmek igin entegrasyon tekniklerini kullanir.

Turev, belirli bir noktada fonksiyonda meydana gelen degisikligin miktari olan anlik degisim
oranini géstermenin bir yoludur. Gergek sayilar Gzerinde etkili olan fonksiyonlar igin, grafik
Uzerindeki bir noktadaki teget dogrunun egimidir. . Trev genellikle su sekilde yazilir:

dy
Id_x-

Bu, y'deki farkin x'teki farka boliimudur. Burada d degisken degildir, dolayisiyla iptal
edilemez. y'nin x'e gore tilirevi, y'deki degisim boli x'teki degisim olarak tanimlanir.
Matematiksel olarak,

7 (a) = im LM = @)
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Yani, iki x noktasi arasindaki mesafe sifira yaklastikca, aralarindaki cizginin egimi ilgili teget
gizgisine yaklasir.

Importance of derivatives in data science:

Tirevler, Makine 6grenimi tarafindan optimizasyon problemlerini gézmek igin kullanilir.
Gradyan inis gibi optimizasyon algoritmalari, herhangi bir amacg fonksiyonunu artirmak veya
azaltmak igin agirhiklarin artirilip azaltilmayacagina karar vermek igin tlrevleri kullanir.

Veri Bilim hemen hemen her model icin hesabi kullanir ve Makine Ogreniminde temel ama
cok mikemmel bir matematik 6rnegi Gradient Descent'tir.

Gradient Descent: -

Gradyan, girisleri biraz degistirirseniz bir fonksiyonun c¢iktisinin ne kadar degistigini dlcer.
Makine 6grenimi modelinde amacimiz girdi verilerimizdeki maliyeti azaltmaktir. Maliyet
fonksiyonu, bir ML modelinin tahminlerindeki hatayi izlemek icin kullanilir. Bunu en aza
indirmek, temelde mimkin olan en disik hata degerine ulasmak veya modelin
dogrulugunu artirmak anlamina gelir. Bu nedenle, modelimizin parametrelerini degistirirken
bir egitim veri kiimesi Uzerinde yineleme yaparak dogrulugu artiriyoruz.
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Ornegin, bazi konulardaki notlarini ve mezuniyet icin sectikleri ileri calismalari iceren bir
kullanici veri setimiz var. Amacimiz, kisinin notlarini dikkate alarak mezuniyet akigini tahmin

etmektir.
Mathematics | Physics Chemistry Biology English Stream
Swapnil 65 67 28 48 69 Arts
Priyanker | 75 70 a7 a7 28 Science
Sarang 26 25 26 78 a7

Bu veri setinde Swapnil ve Priyanker’a ait veriler var ve bu verileri kullanarak Sarang'in
mezuniyet akisini tahmin etmemiz gerekiyor.

Simdi 6znedeki isaretleri bir gradyan ve akis olarak alt hedef olarak ele aliyoruz. Altta tahmin
ettigi sonucun dogru olmasi icin modeli optimize etmeliyiz.

Swapnil'in ve Priyanker'in verilerini kullanarak, gradyan inisini olusturacagiz ve modelimizi
oyle ayarlayacagiz ki, eger Sarang'in isaretlerini verirsek, Science'in gradyanin altindaki
sonucunu ve Priyanker i¢in aynisini tahmin etmesi gerekiyor. Bu bizim egitimli modelimiz.
Simdi modelimize konu isaretleri verirsek akisi kolayca tahmin edebiliriz.

Bu modelde kullanabilecegimiz temel formil y = m*x + b'dir. Burada, y = yordayici, m =
egim, x = giris, b = y- kesisme noktasidir. Bu tiir bir problem, belirli bir hattin ne kadar iyi
oldugunu belirleyen bir maliyet fonksiyonu tanimlanarak ¢ozilebilir. Maliyet fonksiyonu
asagidaki denklem kullanilarak hesaplanabilir:
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Verilerimize daha iyi uyan satirlar, daha disiik hata degerleri ile sonuglanacaktir. Bu
fonksiyonu en aza indirirsek, verilerimiz igin en iyi satiri elde ederiz. E§imi hesaplamak igin
farkhlagmayi kullaniriz.

Bu hata fonksiyonunda gradyan inisini ¢alistirmak icin gradyanini hesaplamamiz gerekir.
Gradyan hesaplamak icin hata fonksiyonumuzun tiirevini almamiz gerekir. Fonksiyonumuz
iki parametre (m ve b) tarafindan tanimlandigindan, her biri icin kismi bir tiirev
hesaplamamiz gerekecek. Bu tirevler agsagidaki gibi hesaplanabilir:
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Aramamizi herhangi bir m ve b degeri giftinde (yani herhangi bir satirda) baslayacak sekilde
baglatabilir ve gradyan inis algoritmasinin hata fonksiyonumuzda yokus asagi en iyi satira
dogru ilerlemesine izin verebiliriz. Her yineleme, m ve b'yi dnceki yinelemeden biraz daha
diustk hata veren bir satira glincelleyecektir. Her yineleme i¢in hareket yon, yukaridan iki
kismi tiirev kullanilarak hesaplanir.

Ogrenme Hizi degiskeni, her yinelemede yokus asagi attigimiz adimin ne kadar biiyiik
oldugunu kontrol eder. Cok biyik bir adim atarsak, minimumun Uzerine ¢ikabiliriz. Ancak,
kiiciik adimlar atarsak, minimuma ulagsmak i¢in bircok yineleme gerekecektir.

Veri Biliminde Matematik ve kullanim alanlar:

Matematik, tamamen resmi bir sekilde gelistirilmis soyut bir teoridir. Analiz, daha dogrusu
analiz olarak adlandirilan, niceliklerin degisim oranini (egrilerin egimleri olarak
yorumlanabilir) ve nesnelerin uzunlugunu, alanini ve hacmini inceleyen matematigin dahdir.
Kalkilus, diferansiyel ve integral hesap olarak ikiye ayrilir.

integral,

.fldx=x—|—(_?



Calculus kelimesi, “kiigiik tas” anlamina gelen Latince kékenlidir. Ciinkii kiigclik parc¢alara
bakarak bir seyi anlamak gibi. Analiz, matematigin kendine ézgii bir alanidir ve 6zellikle
bircok makine 6grenimi algoritmasinda, Veri Biliminin 6ziinii 6grenmek igin gereklidir.
Diferansiyel Analiz, nasil degistigini bulmak icin bir seyi kiigtik parcalara ayirir.

Integral Calculus, ne kadar oldugunu bulmak igin kii¢iik pargalari birlestirir (biitiinlestirir).

Dereceli algalma (Gradient Descent):

Gradyan, girisleri biraz degistirirseniz bir fonksiyonun giktisinin ne kadar degistigini 6lger. Bir
topunuz ve bir kaseniz oldugunu varsayalim. Topu kasede nereye kaydirirsaniz kaydirin,
sonunda kasenin dibine diigsecektir.
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Gordiginiiz gibi bu top kasenin dibinde biten bir yol izliyor. Topun kasenin dibine indigini de
soyleyebiliriz. Resimden de gorebileceginiz gibi kirmizi cizgiler kasenin gradyani ve mauvi ¢izgi
topun izledigi yoldur ve topun egiminin yolu azaldik¢a buna gradyan inis denir.

Makine 6grenimi modelimizde amacimiz, girdi verilerimizdeki maliyeti azaltmaktir. maliyet
fonksiyonu, bir ML modelinin tahminlerindeki hatayi izlemek icin kullanilir. Dolayisiyla bunu
en aza indirmek, temelde mimkiin olan en dislk hata degerine ulasmak veya modelin
dogrulugunu artirmak anlamina gelir. Kisacasi, modelimizin parametrelerini (agirhklar ve
onyargilar) ince ayarlarken bir egitim veri seti (izerinde yineleme yaparak dogrulugu



artiriyoruz. Bazi konularda notlari ve meslekleri olan bir kullanici veri setimiz oldugunu
distnelim. Amacimiz, kisinin isaretlerini dikkate alarak kisinin meslegini tahmin etmektir.

Mathematics [Physics |Chemistry |Biology |English  |Profession
John 78 56 65 83 66|Doctor
Eve 83 78 72 66 59(Engineer
Adam 75 67 79 55 70

Bu veri setinde John ve havva verilerimiz var. Yuhanna ve Havva'nin referans verileriyle
Adem'in meslegini tahmin etmemiz gerekiyor.

Simdi konudaki notlari bir egim olarak ve meslegi alt hedef olarak diisintin. Altta tahmin
ettigi sonucun dogru olmasi icin modelinizi optimize etmelisiniz. John's ve Eve'in verilerini
kullanarak gradyan inis olusturacagiz ve modelimizi dyle ayarlayacagiz ki, John'un isaretlerini
girersek Doktor'un gradyanin altindaki sonucunu ve Eve i¢in ayni sonucu tahmin etmesi
gerekiyor. Bu bizim egitimli modelimiz. Simdi modelimize konu isaretlerini verirsek meslegi
kolayca tahmin edebiliriz.

Gradient Descent on z = 10x% + y©
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Teorik olarak bu, gradyan inisi icindir, ancak gradyan inisi hesaplamak ve modellemek icin
matematik gerektirir ve artik makine 6greniminde analizin dGnemini gorebiliriz.

Oncelikle su ana kadar bildiginiz konudan baslayalim. Lineer Cebir. Modelimiz i¢in énce
lineer cebiri ve formliint kullanalim.
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Bu modelde kullanabilecegimiz temel formiil y = m*x +b'dir. burada, y = yordayici, m = egim,
x = girdi, b= y-kesme noktasi.

Bu tir bir sorunu ¢dzmeye yonelik standart bir yaklagim, belirli bir satirin ne kadar "iyi"
oldugunu 6lcen bir hata islevi (maliyet islevi olarak da adlandirilir) tanimlamaktir. Bu
fonksiyon bir (m,b) cifti alacak ve ¢izginin verilerimize ne kadar iyi uyduguna bagh olarak bir
hata degeri dondirecektir. Belirli bir dogru icin bu hatay! hesaplamak icin, veri kimemizdeki
her bir (x,y) noktasini yineleyecegiz ve her noktanin y degeri ile aday hattin y degeri (mx +
b'de hesaplanan) arasindaki kare mesafeleri toplayacagiz. Pozitif olmasini saglamak ve hata
fonksiyonumuzun tiirevlenebilir olmasini saglamak icin bu mesafenin karesini almak

gelenekseldir.
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Verilerimize daha iyi uyan satirlar (hata fonksiyonumuz tarafindan daha iyi tanimlandigi
yerde), daha disiik hata degerleri ile sonuglanacaktir. Bu fonksiyonu en aza indirirsek,
verilerimiz icin en iyi satiri elde ederiz. Hata fonksiyonumuz iki parametreden (m ve b)
olustugu icin onu iki boyutlu bir ylzey olarak gorsellestirebiliriz. Veri kimemiz icin boyle
gorunulyor:
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Bu iki boyutlu uzayda her nokta bir gizgiyi temsil eder. Fonksiyonun her noktadaki ytksekligi
o satir icin hata degeridir. Bazi satirlarin digerlerinden daha kiiclik hata degerleri verdigini
gorebilirsiniz (yani verilerimize daha iyi uyuyor). Gradyan inis aramasi yaptigimizda, bu
ylzeyde bir yerden baslayip en disiik hataya sahip ¢izgiyi bulmak icin yokus asagi inecegiz.

5
. » _0 b
Line has slope B (a,b)

Graph of f(x.,b)

52
z=f(x,y)z=f(x,y) fonksiyonunun grafigi bir ylzeydir ve y=by=b sabitlenmesi bir egri verir

(yesille gosterilmigtir). 0fdx(a,b)ofdx(a,b) kismi tiirevi, bu egriye x=ax=a noktasindaki teget
dogrunun egimidir.

Bu hata fonksiyonunda gradyan inisini calistirmak icin 6nce gradyanini hesaplamamiz
gerekir. Egim bir pusula gibi davranacak ve bizi her zaman yokus asagI gosterecek. Bunu
hesaplamak icin hata fonksiyonumuzun tiirevini almamiz gerekecek. Fonksiyonumuz iki

parametre (m ve b) tarafindan tanimlandigindan, her biri i¢in kismi bir tlirev hesaplamamiz
gerekecek. Bu turevler soyle galisir:
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Artik gradyan inisini ¢calistirmak icin gereken tiim araglara sahibiz. Aramamizi herhangi bir m
ve b degeri ciftinde (yani herhangi bir satirda) baslayacak sekilde baslatabilir ve gradyan inis
algoritmasinin hata fonksiyonumuzda yokus asagi en iyi satira dogru ilerlemesine izin
verebiliriz. Her yineleme, m ve b'yi 6nceki yinelemeden biraz daha dislik hata veren bir

satira glincelleyecektir. Her yineleme i¢in hareket yoni, yukaridan iki kismi tiirev kullanilarak
hesaplanir.

Ogrenme Hizi degiskeni, her yinelemede yokus asagi attigimiz adimin ne kadar biiyiik
oldugunu kontrol eder. Cok biyik bir adim atarsak, minimumun lzerine ¢ikabiliriz. Ancak,
kiicik adimlar atarsak, minimuma ulasmak i¢in bircok yineleme gerekecektir. Gradyan inisini

ogrenmek icin ylzeyi cizebilmis olsak da, tartisamadigimizin farkinda olmamizda fayda olan
birkag ek kavram var. Bunlardan birkagi sunlari igerir:

Digbiikeylik (Convexity=: Dogrusal regresyon sorunumuzda yalnizca bir minimum vardi. Hata
ylzeyimiz disbikeydi. Nereden baslarsak baslayalim, sonunda mutlak minimuma ulasacagiz.
Genel olarak, durumun boéyle olmasi gerekmez. Bir gradyan aramasinin takilip kalabilecegi

yerel minimumlarla ilgili bir sorun olmasi mimkindur. Bunu hafifletmek icin birkag¢ yaklagim
vardir (6rnegin, stokastik gradyan arama).
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Yakinsama (Convergence): Aramanin bir ¢6ziim buldugunda nasil belirleneceginden
bahsetmedik. Bu genellikle hata yinelemeden yinelemeye kugulk degisiklikler aranarak yapilir
(6rnegin, gradyanin sifira yakin oldugu yer).

Cost at step 12 = 0.451
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parameter: p

Cok Degiskenli Analiz ( Multivariate Calculus): Simdi, sonunda gercek hayatta elde
edecegimiz ¢ok degiskenli verilerde hesabi 6gretecek olan Cok Degiskenli analize
derinlemesine dalalim.



4.2, Fonksiyon optimizasyonu igin tek boyutlu (1d) test fonksiyonlari
(One-Dimensional (1D) Test Functions for Function Optimization)

islev optimizasyonu, bir isleve, islevin maksimum veya minimum ¢iktisiyla sonuglanan bir
girdi arayan bir ¢aligma alanidir.

Cok sayida optimizasyon algoritmasi vardir, basit ve gorsellestirmesi kolay test fonksiyonlari
Uzerinde optimizasyon algoritmalari igin sezgileri incelemek ve gelistirmek dnemlidir.

Tek boyutlu fonksiyonlar, tek bir girdi degeri alir ve girdinin tek bir degerlendirmesini verir.
islev optimizasyonu calisirken kullanilacak en basit test islevi tiirii olabilirler.

Tek boyutlu fonksiyonlarin yarari, x ekseninde fonksiyona girisler ve y ekseninde
fonksiyonun ciktilari ile iki boyutlu bir ¢izim olarak gorsellestirilebilmeleridir. Fonksiyonun
bilinen optimumlari ve fonksiyonun herhangi bir 6rneklemesi de ayni ¢izim (zerinde
gizilebilir.

Kullanabilecegimiz birgok farkl basit tek boyutlu test fonksiyonu vardir. Bununla birlikte,
fonksiyon optimizasyonu alaninda yaygin olarak kullanilan standart test fonksiyonlari vardir.
Farkh algoritmalari test ederken segmek isteyebilecegimiz test fonksiyonlarinin belirli
Ozellikleri de vardir. Bu 6gretide az sayida basit tek boyutlu test islevini kesfedecegiz ve
bunlari bes farkl grupla 6zelliklerine gore diizenleyecegiz; bunlar:

1. Konveks Tek Modlu Fonksiyonlar (Convex Unimodal Functions)
Konveks Olmayan Tek Modlu Fonksiyonlar (Non-Convex Unimodal Functions)
Cok Modlu islevler (Multimodal Functions)
Sireksiz Fonksiyonlar - Piirlizsliz Olmayan (Discontinuous Functions - Non-Smooth)

vk wnwN

Guriltuli islevler (Noisy Functions)

Her islev, Python kodu kullanilarak, hedef amag islevinin bir islev uygulamasi ve islevin
optimumunun acikc¢a isaretlendigi bir cizgi cizimi olarak gosterilen islevin bir 6rneklemesi ile
sunulacaktir. Tim fonksiyonlar bir minimizasyon problemi olarak sunulur, 6érn. fonksiyonun
minimum (en kucik deger) ciktisini veren girisi bulun. Herhangi bir maksimize etme islevi,
tim ciktiya negatif bir isaret ekleyerek bir minimizasyon islevi haline getirilebilir. Benzer
sekilde, herhangi bir kiicliltme islevi, ayni sekilde en bliyik hale getirilebilir. Ardindan,
optimizasyon algoritmalarinin davranisini incelemek veya karsilastirmak icin kendi
projenizde kullanmak Uizere bir veya daha fazla islevin kodunu secip kopyalayip
yapistirabilirsiniz.



Convex Unimodal Function
A convex function is a function where a line can be drawn between any two points in the

domain and the line remains in the domain.

For a one-dimensional function shown as a two-dimensional plot, this means the function
has a bowl shape and the line between two remains above the bowl.

Unimodal means that the function has a single optima. A convex function may or may not
be unimodal; similarly, a unimodal function may or may not be convex.

The range for the function below is bounded to -5.0 and 5.0 and the optimal input value is
0.0.

# convex unimodal optimization function
from numpy import arange
from matplotlib import pyplot

1

2

3

4

5 # objective function
6 def objective(x):
7 return x**2.0

8

9 # define range for input

10 r_min,r_max=-5.0,5.0

11 # sample input range uniformly at 0.1 increments
12 inputs = arange(r_min, r_max, 0.1)

13 # compute targets

14 results = objective(inputs)

15 # create a line plot of input vs result

16 pyplot.plot(inputs, results)

17 # define optimal input value

18 x_optima=0.0

19 # draw a vertical line at the optimal input

20 pyplot.axvline(x=x_optima, Is="--', color="red’)
21 # show the plot

22 pyplot.show()

Running the example creates a line plot of the function and marks the optima with a red
line.


https://en.wikipedia.org/wiki/Convex_function
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Line Plot of Convex Unimodal Optimization Function

This function can be shifted forward or backward on the number line by adding or
subtracting a constant value, e.g. 5 + x"2.
This can be useful if there is a desire to move the optimal input away from a value of 0.0.

Non-Convex Unimodal Functions
A function is non-convex if a line cannot be drawn between two points in the domain and
the line remains in the domain.

This means it is possible to find two points in the domain where a line between them
crosses a line plot of the function.

Typically, if a plot of a one-dimensional function has more than one hill or valley, then we
know immediately that the function is non-convex. Nevertheless, a non-convex function
may or may not be unimodal.

Most real functions that we’re interested in optimizing are non-convex.

The range for the function below is bounded to -10.0 and 10.0 and the optimal input value is
0.67956.



# non-convex unimodal optimization function
from numpy import arange

from numpy import sin

from numpy import exp

1
2
3
4
5 from matplotlib import pyplot
6
7 # objective function

8 def objective(x):

9

return -(x + sin(x)) * exp(-x**2.0)

11 # define range for input

12 r_min, r_max =-10.0, 10.0

13 # sample input range uniformly at 0.1 increments
14 inputs = arange(r_min, r_max, 0.1)

15 # compute targets

16 results = objective(inputs)

17 # create a line plot of input vs result

18 pyplot.plot(inputs, results)

19 # define optimal input value

20 x_optima = 0.67956

21 # draw a vertical line at the optimal input

22 pyplot.axvline(x=x_optima, Is='--', color="red")
23 # show the plot

24 pyplot.show()

Running the example creates a line plot of the function and marks the optima with a red
line.
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Multimodal Functions
A multi-modal function means a function with more than one “mode” or optima (e.g.

valley).

Multimodal functions are non-convex.

There may be one global optima and one or more local or deceptive optima. Alternately,
there may be multiple global optima, i.e. multiple different inputs that result in the same
minimal output of the function.

Let’s look at a few examples of multi-modal functions.

Multimodal Function 1

The range is bounded to -2.7 and 7.5 and the optimal input value is 5.145735.

# multimodal function

from numpy import sin

from numpy import arange

from matplotlib import pyplot

# objective function
def objective(x):
return sin(x) + sin((10.0 / 3.0) * x)

O 00 N O U1 B WIN -

10 # define range for input


https://en.wikipedia.org/wiki/Multimodal_distribution

11 r_min,r_max=-2.7,7.5

12 # sample input range uniformly at 0.1 increments
13 inputs = arange(r_min, r_max, 0.1)

14 # compute targets

15 results = objective(inputs)

16 # create a line plot of input vs result

17 pyplot.plot(inputs, results)

18 # define optimal input value

19 x_optima =5.145735

20 # draw a vertical line at the optimal input

21 pyplot.axvline(x=x_optima, Is="--', color="red")
22 # show the plot

23 pyplot.show()

Running the example creates a line plot of the function and marks the optima with a red
line.
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Multimodal Function 2
The range is bounded to 0.0 and 1.2 and the optimal input value is 0.96609.

# multimodal function

from numpy import sin

from numpy import arange
from matplotlib import pyplot

# objective function
def objective(x):
return -(1.4 - 3.0 * x) * sin(18.0 * x)
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10 # define range for input

11 r_min,r_max=0.0,1.2

12 # sample input range uniformly at 0.01 increments
13 inputs = arange(r_min, r_max, 0.01)

14 # compute targets

15 results = objective(inputs)

16 # create a line plot of input vs result

17 pyplot.plot(inputs, results)

18 # define optimal input value

19 x_optima = 0.96609

20 # draw a vertical line at the optimal input

21 pyplot.axvline(x=x_optima, Is='--', color="red")
22 # show the plot

23 pyplot.show()

Running the example creates a line plot of the function and marks the optima with a red
line.
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Multimodal Function 3
The range is bounded to 0.0 and 10.0 and the optimal input value is 7.9787.

# multimodal function

from numpy import sin

from numpy import arange
from matplotlib import pyplot

# objective function
def objective(x):
return -x * sin(x)
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10 # define range for input

11 r_min, r_max =0.0, 10.0

12 # sample input range uniformly at 0.1 increments
13 inputs = arange(r_min, r_max, 0.1)

14 # compute targets

15 results = objective(inputs)

16 # create a line plot of input vs result

17 pyplot.plot(inputs, results)

18 # define optimal input value

19 x_optima =7.9787

20 # draw a vertical line at the optimal input

21 pyplot.axvline(x=x_optima, Is='--', color="red")
22 # show the plot

23 pyplot.show()

Running the example creates a line plot of the function and marks the optima with a red
line.



Line Plot of Multimodal Optimization Function 3




Discontinuous Functions (Non-Smooth)

A function may have a discontinuity, meaning that the smooth change in inputs to the
function may result in non-smooth changes in the output.

We might refer to functions with this property as non-smooth functions or discontinuous
functions.

There are many different types of discontinuity, although one common example is a jump or
acute change in direction in the output values of the function, which is easy to see in a plot
of the function.

Discontinuous Function

The range is bounded to -2.0 and 2.0 and the optimal input value is 1.0.

# non-smooth optimization function
from numpy import arange
from matplotlib import pyplot

def objective(x):
if x> 1.0:
return x**2.0
elifx ==1.0:
10 return 0.0
11 return 2.0 -x
12
13 # define range for input

1
2
3
4
5 # objective function
6
7
8
9

14 r_min,r_max =-2.0, 2.0

15 # sample input range uniformly at 0.1 increments
16 inputs = arange(r_min, r_max, 0.1)

17 # compute targets

18 results = [objective(x) for x in inputs]

19 # create a line plot of input vs result

20 pyplot.plot(inputs, results)

21 # define optimal input value

22 x_optima=1.0

23 # draw a vertical line at the optimal input

24 pyplot.axvline(x=x_optima, Is="--', color="red’)
25 # show the plot

26 pyplot.show()

Running the example creates a line plot of the function and marks the optima with a red
line.


https://en.wikipedia.org/wiki/Classification_of_discontinuities
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Noisy Functions

A function may have noise, meaning that each evaluation may have a stochastic component,
which changes the output of the function slightly each time.

Any non-noisy function can be made noisy by adding small Gaussian random numbers to the
input values.

The range for the function below is bounded to -5.0 and 5.0 and the optimal input value is
0.0.

# noisy optimization function

[EEN

from numpy import arange
from numpy.random import randn
from matplotlib import pyplot

# objective function
def objective(x):
return (x + randn(len(x))*0.3)**2.0
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10 # define range for input

11 r_min, r_max=-5.0,5.0

12 # sample input range uniformly at 0.1 increments
13 inputs = arange(r_min, r_max, 0.1)

14 # compute targets

15 results = objective(inputs)

16 # create a line plot of input vs result

17 pyplot.plot(inputs, results)

18 # define optimal input value

19 x_optima=0.0

20 # draw a vertical line at the optimal input

21 pyplot.axvline(x=x_optima, Is='--', color="red")
22 # show the plot

23 pyplot.show()

Running the example creates a line plot of the function and marks the optima with a red
line.
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4.3. Two-Dimensional (2D) Test Functions for Function Optimization

Function optimization is a field of study that seeks an input to a function that results in the
maximum or minimum output of the function.

There are a large number of optimization algorithms and it is important to study and
develop intuitions for optimization algorithms on simple and easy-to-visualize test functions.
Two-dimensional functions take two input values (x and y) and output a single evaluation of
the input. They are among the simplest types of test functions to use when studying
function optimization. The benefit of two-dimensional functions is that they can be
visualized as a contour plot or surface plot that shows the topography of the problem
domain with the optima and samples of the domain marked with points.

In this tutorial, you will discover standard two-dimensional functions you can use when
studying function optimization.

Tutorial Overview
A two-dimensional function is a function that takes two input variables and computes the
objective value.

We can think of the two input variables as two axes on a graph, x and y. Each input to the
function is a single point on the graph and the outcome of the function can be taken as the
height on the graph.

This allows the function to be conceptualized as a surface and we can characterize the
function based on the structure of the surface. For example, hills for input points that result
in large relative outcomes of the objective function and valleys for input points that result in
small relative outcomes of the objective function.

A surface may have one major feature or global optima, or it may have many with lots of
places for an optimization to get stuck. The surface may be smooth, noisy, convex, and all
manner of other properties that we may care about when testing optimization algorithms.
There are many different types of simple two-dimensional test functions we could use.
Nevertheless, there are standard test functions that are commonly used in the field of
function optimization. There are also specific properties of test functions that we may wish
to select when testing different algorithms.

We will explore a small number of simple two-dimensional test functions in this tutorial and
organize them by their properties with two different groups; they are:
1. Unimodal Functions



1. Unimodal Function 1

2. Unimodal Function 2

3. Unimodal Function 3
2. Multimodal Functions

1. Multimodal Function 1

2. Multimodal Function 2

3. Multimodal Function 3

Each function will be presented using Python code with a function implementation of the
target objective function and a sampling of the function that is shown as a surface plot.

All functions are presented as a minimization function, e.g. find the input that results in the
minimum (smallest value) output of the function. Any maximizing function can be made a
minimization function by adding a negative sign to all output. Similarly, any minimizing
function can be made maximizing in the same way.

| did not invent these functions; they are taken from the literature. See the further reading
section for references.

You can then choose and copy-paste the code one or more functions to use in your own
project to study or compare the behavior of optimization algorithms.



Unimodal Functions
Unimodal means that the function has a single global optima.
A unimodal function may or may not be convex. A convex function is a function where a line

can be drawn between any two points in the domain and the line remains in the domain.
For a two-dimensional function shown as a contour or surface plot, this means the function
has a bowl shape and the line between two remains above or in the bowl.

Let’s look at a few examples of unimodal functions.

Unimodal Function 1

The range is bounded to -5.0 and 5.0 and one global optimal at [0.0, 0.0].

# unimodal test function

from numpy import arange
from numpy import meshgrid
from matplotlib import pyplot

1
2
3
4
5 from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
6
7 # objective function

8 def objective(x, y):

9 returnx**2.0 +y**2.0

10

11 # define range for input

12 r_min,r_max =-5.0, 5.0

13 # sample input range uniformly at 0.1 increments
14 xaxis = arange(r_min, r_max, 0.1)

15 yaxis = arange(r_min, r_max, 0.1)

16 # create a mesh from the axis

17 x, y = meshgrid(xaxis, yaxis)

18 # compute targets

19 results = objective(x, y)

20 # create a surface plot with the jet color scheme
21 figure = pyplot.figure()

22 axis = figure.gca(projection='3d')

23 axis.plot_surface(x, y, results, cmap='jet')

24 # show the plot

25 pyplot.show()

Running the example creates a surface plot of the function.


https://en.wikipedia.org/wiki/Unimodality
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Unimodal Function 2
The range is bounded to -10.0 and 10.0 and one global optimal at [0.0, 0.0].

# unimodal test function

from numpy import arange
from numpy import meshgrid
from matplotlib import pyplot

# objective function
def objective(x, y):
return 0.26 * (x**2 + y**2) -0.48 * x *y
10
11 # define range for input
12 r_min, r_max =-10.0, 10.0
13 # sample input range uniformly at 0.1 increments

1
2
3
4
5 from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
6
7
8
9

14 xaxis = arange(r_min, r_max, 0.1)

15 yaxis = arange(r_min, r_max, 0.1)

16 # create a mesh from the axis

17 x, y = meshgrid(xaxis, yaxis)

18 # compute targets

19 results = objective(x, y)

20 # create a surface plot with the jet color scheme
21 figure = pyplot.figure()

22 axis = figure.gca(projection='3d')

23 axis.plot_surface(x, y, results, cmap='jet')
24 # show the plot

25 pyplot.show()

Running the example creates a surface plot of the function.
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Unimodal Function 3
The range is bounded to -10.0 and 10.0 and one global optimal at [pi, pi]. This function is
known as Easom’s function.

# unimodal test function

from numpy import cos

from numpy import exp

from numpy import pi

from numpy import arange

from numpy import meshgrid

from matplotlib import pyplot

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
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10 # objective function

11 def objective(x, y):

12 return -cos(x) * cos(y) * exp(-((x - pi)**2 + (y - pi)**2))
13

14 # define range for input

15 r_min, r_max =-10, 10

16 # sample input range uniformly at 0.01 increments
17 xaxis = arange(r_min, r_max, 0.01)

18 yaxis = arange(r_min, r_max, 0.01)

19 # create a mesh from the axis

20 x, y = meshgrid(xaxis, yaxis)

21 # compute targets

22 results = objective(x, y)

23 # create a surface plot with the jet color scheme
24 figure = pyplot.figure()

25 axis = figure.gca(projection="'3d")

26 axis.plot_surface(x, y, results, cmap='jet')

27 # show the plot

28 pyplot.show()

Running the example creates a surface plot of the function.
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Multimodal Functions
A multi-modal function means a function with more than one “mode” or optima (e.g.

valley). Multimodal functions are non-convex. There may be one global optima and one or
more local or deceptive optima. Alternately, there may be multiple global optima, i.e.
multiple different inputs that result in the same minimal output of the function.

Let’s look at a few examples of multimodal functions.

Multimodal Function 1

The range is bounded to -5.0 and 5.0 and one global optimal at [0.0, 0.0]. This function is
known as Ackley’s function.

# multimodal test function
from numpy import arange
from numpy import exp
from numpy import sqrt
from numpy import cos

from numpy import e

from numpy import pi

from numpy import meshgrid
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from matplotlib import pyplot
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

=
= O

# objective function

e
N

def objective(x, y):
return -20.0 * exp(-0.2 * sqrt(0.5 * (x**2 + y**2))) - exp(0.5 * (cos(2 * pi * x) + cos(2 * pi

* +e+20
15 y)))

16
. # define range for input

r_min, r_max=-5.0, 5.0
# sample input range uniformly at 0.1 increments
Xaxis = arange(r_min, r_max, 0.1)
1 yaxis = arange(r_min, r_max, 0.1)
# create a mesh from the axis
23 X, Y = meshgrid(xaxis, yaxis)
# compute targets
results = objective(x, y)
# create a surface plot with the jet color scheme
57 figure = pyplot.figure()
axis = figure.gca(projection='3d")
axis.plot_surface(x, y, results, cmap='jet')
# show the plot
pyplot.show()

Running the example creates a surface plot of the function.


https://en.wikipedia.org/wiki/Multimodal_distribution
https://en.wikipedia.org/wiki/Ackley_function
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Multimodal Function 2

The range is bounded to -5.0 and 5.0 and the function as four global optima at [3.0, 2.0], [-
2.805118, 3.131312], [-3.779310, -3.283186], [3.584428, -1.848126]. This function is known
as Himmelblau’s function.

# multimodal test function
from numpy import arange
from numpy import meshgrid
from matplotlib import pyplot

1
2
3
4
5 from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
6
7 # objective function

8 def objective(x, y):

9 return (x**2 +y-11)**2 + (x + y**2 -7)**2

10

11 # define range for input

12 r_min, r_max =-5.0, 5.0

13 # sample input range uniformly at 0.1 increments
14 xaxis = arange(r_min, r_max, 0.1)

15 yaxis = arange(r_min, r_max, 0.1)

16 # create a mesh from the axis

17 x, y = meshgrid(xaxis, yaxis)

18 # compute targets

19 results = objective(x, y)

20 # create a surface plot with the jet color scheme
21 figure = pyplot.figure()

22 axis = figure.gca(projection="'3d")

23 axis.plot_surface(x, y, results, cmap='jet')

24 # show the plot

25 pyplot.show()

Running the example creates a surface plot of the function.


https://en.wikipedia.org/wiki/Himmelblau%27s_function
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Multimodal Function 3

The range is bounded to -10.0 and 10.0 and the function as four global optima at [8.05502,
9.66459], [-8.05502, 9.66459], [8.05502, -9.66459], [-8.05502, -9.66459]. This function is
known as Holder’s table function.

# multimodal test function
from numpy import arange
from numpy import exp

from numpy import sqrt
from numpy import cos

from numpy import sin

from numpy import e

from numpy import pi

from numpy import absolute
from numpy import meshgrid

O 00 N O U1 B WN -

from matplotlib import pyplot

10 from mpl_toolkits.mplot3d import
11 Axes3D

12

13 # objective function

14 def objective(x, y):

15 return -absolute(sin(x) * cos(y) *
16 exp(absolute(1 - (sqrt(x**2 +

17 y**2)/pi))))

18

19 # define range for input

20 r_min, r_max =-10.0, 10.0

21 # sample input range uniformly at 0.1
22 increments

23 xaxis = arange(r_min, r_max, 0.1)
24 yaxis = arange(r_min, r_max, 0.1)
25 # create a mesh from the axis

26 x, y = meshgrid(xaxis, yaxis)

27 # compute targets

28 results = objective(x, y)

29 # create a surface plot with the jet
30 color scheme

31 figure = pyplot.figure()

32 axis = figure.gca(projection="'3d")
axis.plot_surface(x, y, results,
cmap='jet')



# show the plot
pyplot.show()

Running the example creates a surface plot of the function.

Surface Plot of Multimodal Optimization Function 3



4.4, Optimization algorithms: the Newton Method

Predictive Statistics and Machine Learning aim at building models with parameters such that
the final output/prediction is as close as possible to the actual value. This implies the
optimization of an objective function, which might be either minimized (like loss functions)
or maximized (like Maximum Likelihood function).

The idea behind optimization routine is starting from an initial random value of our target
function’s variable, and then updating this value according to a given rule. The iteration
stops when the distance between two values is approaching zero, or maybe after a
maximum number of iterations arbitrarily decided.

In this article, I'm going to provide an intuitive explanation of the Newton method,
proposing a geometric interpretation. The assumption behind this method is that our target
function f(x), the one we want to optimize, is twice differentiable and f”(x) is not equal to
zero. Here, we will be working with a smooth and regular polynomial:

fx) = x3 —6x%+4x + 2

import numpy as np
import math
import matplotlib.pyplot as plt
def f(x):

return x**3-6*x**2+4%x+2
x = np.linspace(-1, 1)
fig, ax = plt.subplots()
ax.plot(x, f(x), label="target')
ax.grid()

3
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Now, the idea of Newton method is that, in order to find the optimum (in our case, the
maximum) of our target, we have to start by approximating our curve in a random starting
point with a second order Taylor extension, then compute the maximum of that extension



(that means, taking its first derivative and setting it equal to zero). The maximum of the
guadratic approximation will be the new value of our x. Then, with an iterative procedure,
this is repeated and the resulting series of x, xn, tends to converge towards the maximum of
the target, x*, as n tends towards infinite.

However, let’s proceed step by step, and let’s first compute the Taylor expansion of our
function at a given point x0:

1
fx) = flxo) + f(x0)(x —x0) + Ef”(xo)(x — Xo)*

Now, we want the first derivative of this quantity to be equal to 0, since we want to
compute the optimum of this new curve. More specifically, we want to differentiate with
respect to (x-x0), which is the increment needed to reach the maximum of the
approximation. Hence:

0 [£ o) + £/ Ge)Cx = x0) + 3£/ Cx) Cx = x0)?

d(x — xq) =0
f'(xo) + f!”(xo)(x —Xx0)" =0
=50~ 52
This formula can be generalized with the following updating rule:
!
Xt+1 = Xt — fu(—xO)
" (xo)
Let’s see it geometrically:
Optimum

f(X) Quadratic approximation

Target function

x0 x1 %2 x3=x*




As you can see, as xn approaches x*, the distance between two x values approaches
towards zero. As anticipated, since it might be possible that xn and x* never perfectly
match, one might impose a stopping criterion when, for example, the updating factor is less
than an arbitrarily small epsilon.

Now let’s implement it in Python, using as target the function we already defined. To
proceed with Newton method, we have to define three further elements: first and second
order derivative, and the quadratic approximation:

1 def fprime(x):

2 return 3*x**2-12*x+4

3 def fsecond(x):

4 return 6*x - 12

5 def quadratic_approx(x, x0, f, fprime, fsecond):

6 return f(x0)+fprime(x0)*(x-x0)+0.5*fsecond(x0)*(x-x0)**2
Let’s first have a look at the plot of the quadratic approximation in x0=0:

x = np.linspace(-1, 1)

fig, ax = plt.subplots()

ax.plot(x, f(x), label="target')

ax.grid()

ax.plot(x, quadratic_approx(x, O, f, fprime, fsecond), color="red', label="'quadratic
approximation')

ax.set_ylim([-2,3])

ax.axhline(y=0, color="k')

ax.axvline(x=0, color="k')

plt.legend()
3
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Now let’s define our Newton method:

1 def newton(x0, fprime, fsecond, maxiter=100, eps=0.0001):
2 x=x0



for i in range(maxiter):
xnew=x-(fprime(x)/fsecond(x))
if xnew-x<eps:
return xnew
print(‘converged')
break
X = Xnew
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10 return x
Let’s plot the result with the x_star:

x_star=newton(0, fprime, fsecond)
fig, ax = plt.subplots()
ax.plot(x, f(x), label="target')
ax.grid()
ax.plot(x, quadratic_approx(x, x_star, f, fprime, fsecond), color="red’, label="quaratic
approximation')
ax.set_ylim([-2,3])
ax.axhline(y=0, color="k')
ax.axvline(x=0, color="k')
ax.axvline(x = x_star, color="green’)
plt.legend()
3
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As you can see, now the maximum of the linear approximation coincides (approximately)
with the maximum of our target. Of course, the iteration didn’t last a lot, since we started
from a x0 pretty close to the real maximum of the function. Nevertheless, this is the exact
procedure whatever the starting point is.

Newton method is extremely powerful, yet it can be applied only under the assumption of
twice differentiability, differently from other optimization methods as gradient descent



(which only requires first differentiability). Hence, you might want to use this method only
in case of ‘well-behaving’ function, like our polynomial of the example above.

Newton method attracts to saddle points
saddle points are common in machine learning, or in fact any multivariable optimization.

Look at the function: f=x*-y?

If you apply multivariate Newton method, you get the following.

Xni1 = Xq — [Hf(xn)] l'ﬁ'_f(xn]

Let's get the Hessian:

aiﬂ% 3".1.-"1 6332 aml 3".1.-'”
a2f o2 f o’ f
_— dzs T, dz3 0z, dzy,
8 f o f o%f
| 9z, Oz, Oz, Ozy arl |



https://en.wikipedia.org/wiki/Saddle_point
https://en.wikipedia.org/wiki/Newton%27s_method_in_optimization#Higher_dimensions
https://i.stack.imgur.com/EX5lC.png
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Invert it

et the gradient:

Get the final equation:
Ydnpa YUln 0 —1/2 —2yp YUdn Yldn 0

So, you see how the Newton method led you to the saddle point at x=0,y=0.

In contrast, the gradient descent method will not lead to the saddle point. The gradient is
zero at the saddle point, but a tiny step out would pull the optimization away as you can see
from the gradient above - its gradient on y-variable is negative.



5. Fourier Transform

Fourier donisiimd, sadece sinls ve kosinls temel islevleri kullanilarak sentezlenebilen
sinyalleri analiz etmek igin yeterlidir.

Dinyadaki birgok sey, bir dalga formu araciligiyla tanimlanabilir - zaman, mekan veya bagka
bir degiskenin fonksiyonu. Ornegin, ses dalgalari, elektromanyetik alanlar, radyodan
dinlediginiz mizik, hisse senetlerini zamana gore fiyati, nefesinizin sikligi vb.

Fourier Donistimd, bize bu dalga formlarini dogrudan goériintiilemenin benzersiz ve gliclii bir
yolunu sundugu icin dnemli bir rol oynamaktadir. Fourier Transform, goriinti analizi,
goruntd filtreleme, gorinti rekonstriiksiyonu ve gorinti sikistirmasi gibi cok cesitli
uygulamalarda kullanilir.

Bir Fransiz matematikgi ve fizik¢i Jean Baptiste Joseph Fourier, Fourier analizini gelistirdi.
Periyodik sinyalin uygun secilmis sintizoidal dalgalarin toplami olarak temsil edilebilecegi
konusunda tartismali bir iddiaya sahipti. Bu yazinin bir gdzden gegiricisi olan matematikgi
Lagrange, suireksiz egimler gibi koseleri olan sinyalleri temsil etmek igin bir yaklagimin
kullanilamayacagi konusunda israr etti. Lagrange’in gorisi dogruydu ama tam olarak degil,
¢linki sifir enerjiye sahip iki sintizoidal isaret arasindaki fark ¢ok yakindi. Makale sonunda
Lagrange oldikten sonra yayinlandi. Fourier’in genelleme iddiasinin biraz kuvvetli oldugu
ortaya ciksa da, sonuclari giiniimiize kadar devam eden 6nemli bir arastirma selini harekete
gecirdi.

Fourier dontsimd fizik ve mihendislik alanindaki bircok uygulama ile matematiksel bir
donidsimdur. Fourier serileri denilen trigonometrik serileri kullanarak kismi diferansiyel
denklemleri igeren birgok dnemli problemi ¢ozebiliriz.

Evrende goézlediginiz tim dalga formlari farkli frekans ve genliklere sahip sinis
fonksiyonlarinin toplamindan ibarettir!



The Fourier transform

we'll be interested in signals defined for all ¢

the Fourier transform of a signal f is the function
F(w) :/ f(t)e=I«tat

e F'is a function of a real variable w; the function value F'(w) is (in
general) a complex number

F(w) = f f(t) coswt dt — j/ f(t)sinwt dt

e |F(w)| is called the amplitude spectrum of f; /F(w) is the phase
spectrum of f

e notation: F' = F(f) means F is the Fourier transform of f; as for

Laplace transforms we usually use uppercase letters for the transforms
(e.g., 2(t) and X (w), h(t) and H(w), etc.)

Fourier transform and Laplace transform

Laplace transform of f

F(s) :/[; f(tye =t dt

Fourier transform of f

G(w) = f f(t)e I« dt

very similar definitions, with two differences:

e Laplace transform integral is over 0 < t < o¢; Fourier transform integral
is over —o0 < t < o

e Laplace transform: s can be any complex number in the region of
convergence (ROC); Fourier transform: jw lies on the imaginary axis
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Fourier transform of periodic signals

similarly, by allowing impulses in F(f), we can define the Fourier transform
of a periodic signal

sinusoidal signals: Fourier transform of f(f) = coswgt

1 [, . . .
Fw) = 5/ ((-?3""0* + f:-'-_-"‘""“t) e Iwt dt
1 [~ . 1 [°° .
I ,—J(w—wg)t - ,—J(w+wp)t
= 2/ & d?‘-—l—gf € dt
—o0 — oo

= 7mo(w — wp) + TO(w + wo)

F(w)

—Wo Wo



Fourier transform of f(f) = sinwgt

=L — 00
1 [ 1 [
= — G_j{w_wo}tdf 4+ —— {___,—j(wg—l—w)t{_it
oy 9.
2] J—o Y Y

= —jmé(w — wp) + jTé(w + wo)

F(w)

EL
‘ .‘)U i
—wp \ hadt

Examples
-
sign function: f(t) = { _} iz 8

write f as f(t) = —1 + 2g(t), where g is a unit step at £ = 0, and apply
linearity

~ N 2 2
Flw) = —2mo(w) +2mo(w) + 7= = —=

sinusoidal signal: f(#) = cos(wot + ¢)

write [ as
£(t) = cos(wolt + ¢/wp))
and apply time shift property:

F(w) = med“?/%0 (§(w — wo) + 8(w + wo))
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pulsed cosine: f({) = { cost —10 <t <10
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write f as a product f(t) = g(t)cost where g is a rectangular pulse of
width 20 (see page 12-7)

, y _ 2sin 10w
Flecost) =md(w—1)+md(w+ 1), F(g(t)) = —
The inverse Fourier transform
if F'(w) is the Fourier transform of f(%), i.e.,
F(w) = / f(t)e=I«t dt
then | oo
_ = Y edwt g
f(t) = o f_mF(w)c, dw
let's check
1 > f Jwt g, o 1 > - g —JjwT jwt g
g o F(_w)(.'"} dw = g . ([r:_m f(T)f.‘. J ) 7 dw

1 [ - -
= — f(7) (/ t:-‘-'_j'*'('r_t}dw) dt
Nr=—x w=—0C

2m
= fx f(r)o(r — t)dr
f(t)



Fourier Transform:

F(jo) = j: f(t)ej“”dtl

[ e =—L e

1. Find the Fourier series for (periodic extension of)

1, tel0,2);
f{t]:{—l, te[2,4).

Determine the sum of this series.

2. Find the Fourier series for (periodic extension of)

_[t=1, t € [0,2);
m)_{g—t, t € [2,4).

Determine the sum of this series.

3. Find the sine Fourier series for (periodic extension of)

[ t-1, t € [0,2);
fm_{g—z, te[2,4).

Determine the sum of this series.

4. Find the cosine Fourier series for (periodic extension of )
1, te][0,1);
ro={,
. te[l1,4).
Determine the sum of this series.

5. Find the Fourier series for (periodic extension of)

flt)=1—¢% te[-1,1).

Determine the sum of this seres.



Soru:

The Fourier series for the function f(z) = sin’z is

flz) =sin’z = I_Eﬁﬂ

=0.5—-0.5 cos2z
flx) = Ay + Zﬂ-ﬂ cos nwy T+ bysin nwy T

n=1

+ - .
f(T} = sin“r is an even function so b, =0

Ap =05

—05, n=1
ady =

[U , otherwise
wp =20 — 2T _ 9

1 T



Soru-15:

Fourier Transform:

F(jo)= [; F(He ™ dt

)
1 i "1
Sekilde verilmis olan f(t)'nin fourier déniisiimiinii bulunuz.
1
1 |
[l =L e
-1 _J(D .
1
. o0 —j(DI 1 _ it ]_ ot
F(jo)=[ f@Oe""di=[e"dt =——e

_ZSinco

Leo-e)
Q) ()}



Soru-16:

Fourier Transform:

F(jo)= j_‘: f(r)ef"”drl

r AD)
> [
Sekilde verilmis olan f(t)’nin fourier déniisiimiinii bulunuz.
C = joot _ 1 - jeof
e df = —¢€

F(jo)=[ f@e™di =["ee ™ dr
1

= [ gy =——
0 o+ jo



Soru-3:

—1 —1<t<0

x(t)=< 1 0<t<1

0 elsewhere

L)

a) X(t) fonksiyonunu ciziniz

¥

b) Fourier dontsiimini bulunuz

0
X(w) = I _’“"dt+ e 1vdt
-1 0
1
I Jl’.Ltdt_I_J. —watdt
0

= -2 J sin (wt) dt
0
1

= 2jlcos{wt)
w

0

= 21& (cos(w)—1)
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5.1. Matlab ile Sinyal Analizi

Y = fft(X) computes the discrete Fourier transform (DFT) of X using a fast Fourier transform

(FFT) algorithm.

Y = fft(X,n) returns the n-point DFT. If no value is specified, Y is the same size as X.

Ornek:
Gurdaltala Sinyal

Use Fourier transforms to find the frequency components of a signal buried in noise. Specify
the parameters of a signal with a sampling frequency of 1000Hz and a signal duration of 150

ms.
clear all

close all

Fs = 1000; % Sampling frequency
T=1/Fs; % Sampling period

L =150; % Length of signal

t = (0:L-1)*T; % Time vector

S1=0.7*sin(2*pi*50*t);
S2 = sin(2*pi*120*t);
figure, plot(t,S1)

figure, plot(t,S2)

$=S1+S2;
figure, plot(t,S)
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Y = fft(S);
figure, plot(fftshift(abs(Y)))
G = S + 0.25*randn(size(t));
figure, plot(t,G)
FG=Ffft(G)
figure, plot(fftshift(abs(FG)))
2
15
1
05
ol
i
18l
2}
25

P2 = abs(FG/L);

P1="P2(1:L/2+1);

P1(2:end-1) = 2*P1(2:end-1);

f = Fs*(0:(L/2))/L;

figure, plot(f,P1)

title('Single-Sided Amplitude Spectrum of G(t)')
xlabel('f (Hz)')

ylabel('|P1(f)]")
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5.2. Fourier analysis and Matlab

Baslangi¢ olarak, bazi basit 1D sinyalleri olusturalim ve Fourier dénisimlerini inceleyelim.
Bu ilk Ornekte, basit bir periyodik sinyalin frekans igerigini kontrol edecegiz. Verilen
blyuklik, frekans, 6rnekleme orani ve sireye sahip bir kosiniis sinyali olusturun:

clear all
close all

mag = 2; % magnitude (arbitrary units)
f =5; % frequency in Hz
Ps=50; % number of sampling on a periot
samp = f*Ps; % sampling rate in Hz
t = 0:1/samp:1-1/samp; % time (ls of data)
N = length(t)
X = mag*cos (2*pi*f*t); % the signal equation
figure
plot(t,x,"'.=-");
2 T T T T T
1.5 ]
1~ 4
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or .
05+ .
1 .
1.5+ -
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Ornekleme hizi (saniyedeki 6rnek sayisi) ile sinyalin frekansi arasindaki iliskinin iyi
anlasilmasi gerekir. Silresi 1 saniye olan bir sinyal Uretildiginden, saniyedeki dongl sayisi
kolayca hesaplanabilir:

Frekans=5Hz ise bir sinyalin peryodu=T=1/5=0.2 sec.

1 saniyede Uretilecek sinyal sayisi=1 saniye * frekans=5 adettir.

Bir peryotluk sinyaldeki 6rnek sayisi=toplam 6rnek sayisi/sinyal sayisi=100/5=20 adettir.



Ornek:
1 saniyede Uretilecek sinyal sayisi=2 adet ise T=1/2=0.5sec, f=1/T=2Hz,
Toplam 6rnek sayisi=Bir peryotluk sinyaldeki 6rnek sayisi * sinyal sayisi=40*2=80 adettir.

clear all
close all

mag = 2; % magnitude (arbitrary units)

£ =5 % frequency in Hz

Ps=50; % number of sampling on a periot
samp = f*Ps; % sampling rate in Hz

t = 0:1/samp:1-1/samp; % time (ls of data)
N = length(t)

X = mag*cos (2*pi*f*t); % the signal equation
figure

plot(t,x,"'.-");

xlabel ('Time (sec)');
ylabel ("Amplitute');
title('mag*cos (2*pi*f*t) ")

mag*cos(2*pi*f*t)
29 T T T T

Amplitute
o
]
1

_2' [ [ r r
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Time (sec)
Son zaman noktasinin kaldirilma nedeni, FFT yaparken, matlab, sinyali periyodik varsayar ve
kendisini stiresiz olarak tekrarlar. Matlab'in sinyalin saf sonsuz bir kosints fonksiyonu
oldugunu gérmesi gerekir.



Bu sinyalin Fourier dénisiimini alalim,
clear all
close all

mag = 2; % magnitude (arbitrary units)
freq = 2; % frequency in Hz
samp = 80; % sampling rate in Hz
t = 0:1/samp:1-1/samp; % time (ls of data)
N = length (t)
X = mag*cos (2*pi*freg*t); % the signal equation
figure, plot(t,x,"'.-");
y = fft(x); % do Fast Fourier Transform
f = linspace(0,N-1,N); % vector of frequencies for plotting
figure, plot(f,abs(y),"'.-"); % plotting the magnitude of the FFT
figure, plot(f(1:N/2),abs(y(1:N/2))); % plotting half of the fft results
xlabel ('"Freg (Hz)'"); % labelling x-axis
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Bu ¢izime gii¢ spektrumu denir.
ilk yiikselti kosiniis fonksiyonunun frekansi ile cakisiri. ikinci zirve simetrigidir. Bu nedenle,
fourier dontisiimiiniin sadece ilk yarisini gosterilir:
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Matlab'da (ifft) ters FFT islevi:

Biri bliyuklik ve digeri faz olan iki sinyalin ters fourier dontstimu

Note: Compute the value of e™. The notation 1i is Matlab's code for the famous imaginary
number sqrt(-1).

Y = exp(1i*pi)

Y =-1.0000 + 0.0000i

clear all
close all

’

spike in the magnitude at freg=3

mag = zeros (1,100
mag(3)=1;

mag (5)=.3;
ph=zeros (1,100);

)
% spike in the magnitude at freg=5
% zero phase throughout

y = mag.*exp (li*ph); % the complex signal (fft of some real signal)
figure, plot (abs(y))

x = 1fft(y); % the inverse fft (x is in general complex too)

x1l = real(x); % here we imagine that we can "measure" the real part of x
z = ifft (maqg); % here we just use the magnitude to do the ifft

z1l = real(z);

figure, plot(xl,'.-r') % plot the real part of the signal

)

figure,plot(zl,'.-b") % plot the ifft of the magnitude
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Inverse FFT

clear all

close all
mag = 2;
freq = 5;
samp = 200;

magnitude (arbitrary units)

e o° oo

frequency in Hz
sampling rate in Hz

t = 0:1/samp:1-1/samp; % time (ls of data)

N = length(t); % store the number of time points

x = mag*cos (2*pi*freg*t + 10); % the signal equation (+phase)

figure, plot(t,x,'.-");

y = fft(x); % do Fast Fourier Transform

f = linspace(0,N-1,N); % vector of frequencies for plotting

figure, plot(f(1:N/2),abs(y(1:N/2))); % plotting half of the fft results
xlabel ('"Freg (Hz)'"); % labelling x-axis

z = ifft(y);

plOt(tI Zy 'I——');
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2D Fourier transform:
Matlab'daki FFT'nin 2 boyutlu versiyonuna FFT2 denir. Simdi bir resme 2D Fourier

donlsimiini uygulayacagiz.
clear all
close all
im=imread ('Apricot.png');
figure, imshow (im)
iml=im(:,:,1);
figure, imshow (iml)

y=fft2 (iml) ;

clim=quantile (abs(y(:)),[.01 .991);

figure

imagesc (fftshift (abs(y)),clim);colormap gray
title('magnitude');

clim=quantile (angle(y(:)),[.01 .99]);

figure

imagesc (fftshift (angle(y)),clim);colormap gray
title('phase')



Sampling and aliasing

Verilerin ayrik ya da kesiktir. Ornekleme, gercek uzayda Fourier déniisimiinii periyodik
olarak tekrarlamakla aynidir ve tekrar siresi, 6rnekleme siresinin tersidir.

SN A

continuous
(Fourier transform)

real space Fourier space
) 1/F R 1/T
S~
i ] 1 LLLL L,
: -

iki kosiniis fonksiyonunun siiperpozisyonundan olusan basit bir sinyali ele alalim. Bu sinyali
ornekleme hizinda (strekli gibi) simile edelim.

clear all
close all

freql = 5; % freqg in Hz

freq2 = 1; % freqg in Hz

samp = 1000; % sampling rate in Hz

t = 0:1/samp:1; % time (1ls of data)

t = t(l:end-1); % remove last time point

N = length(t); % store the number of time points

x = cos(2*pi*freqgl*t) + .5*cos (2*pi*freg2*t); % the signal equation
figure

plot(t,x,".=-");
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Bu sinyal matlab tarafindan periyodik oldugu varsayilir, bu nedenle sinirh bir slireye sahip
olsa da, FFT tarafindan tekrarlaniyormus gibi ve dolayisiyla gercek bir kosinis fonksiyonu gibi
muamele gorr. Bu sinyalden alt 6rnekler aldigimizda ne olacagini gorelim.

clear all
close all

freql = 5;

o\

o

freg2z2 = 1;

e

freq in Hz
freg in Hz

samp = 1000; % sampling rate in Hz

t = 0:1/samp:1
t t(l:end-1)
N length(t);
X = cos(2*pi*freqgl*t)

figure
plot(t,x,"'.-");
= 50; sub-samp
= 1/F; sub-samp
N*T; sub-samp
= x(l:n:end);
= fft(z);
subN = length(z); %
f = linspace (0, subN-
figure
plot (f(1:subN/2),abs (

N3 HH
Il
00 o° oP
o°  oe

o

o

; % time (ls of data)
; % remove last time point
% store the number of time points
+ .5*cos (2*pi*freqg2*t); % the signal equation

ling frequency (Hz)

ling period (sec)

ling period (in samples)

sub-sampled signal

fft of sub-sampled signal

length of sub-sampled signal

1,subN); % vector of frequencies for plotting

y(l:subN/2))) % plot powerspectrum as before

Simdi alt 6rneklemenin sikligini degistirin ve fourier dénlisimiine ne oldugunu goériin. 10Hz

altina distiglintzde, powerspectrum'da zirveyi 5Hz'de kaybettiginizi gorebilmelisiniz. Sinyali

fft'den yeniden yapilandirmak ve neredeyse siirekli stirimle karsilastirmak icin ifft islevini

kullanmaya calisin. F=10 alin.



Sifir dolgu:
Sifir dolguyu anlamak icin 2D FFT ve Apricot resmini kullanacagiz. ilk énce goriintiyi
yukleyin ve diger pikselleri kaldirarak alt 6rnekleyin:

clear all
close all
im=imread('Apricot.png');
x=im(l:2:end,1:2:end, 1) ;
figure
imshow (x)
y=fft2(x);
clim=quantile(abs(y(:)),[.01 .99]);
figure, imagesc (fftshift (abs(y)),clim);colormap gray

Fourier donisimiinde tekrarlama suiresi 6rnekleme periyodu ile ters orantilidir. Sifir
doldurma, sinyali yeniden olusturmadan 6nce FFT'nin her iki tarafina sifirlarin eklenmesi
anlamina gelir. Matlab FFT, sinyalin periyodik oldugunu varsaydigindan, sifirlama sinyali,
daha yiksek tekrarlama periyodu ile sinyali tekrarlamak gibidir, bu da gergek alanda daha
yuksek 6rnekleme orani anlamina gelir. Bu nedenle sifir dolgusu, bir gériintiyi frekans
alaninin bize izin verdiginden daha yiksek ¢ozinirlikte yeniden yapilandirmamizi saglar ve
enterpolasyon kavramiyla yakindan iliskilidir.

y = fftshift(y); % we need this before zero padding

z = 1fft2(y,size(im,1),size(im,2)); % zero padded ifft
clim=quantile(abs(z(:)),[.01 .99]1);

figure, imshow (abs(z),clim) ;colormap gray

Orijinal goriintlyle karsilastirildiginda, enterpolasyonun neden oldugu salinimlara dikkat
edilmelidir.



Filtering:

Burada evrisim ve Fourier doniisiimini kullanarak basit bir dogrusal filtre uygulayacagiz.
Gercek uzayda evrisimin Fourier uzayda carpma ile ayni oldugunu ve tam tersini hatirlayin.
Ancak evrisimin cogaltilmasindan daha zordur, bu nedenle genellikle sinyalin ve filtrenin
Fourier donlsimiini yapmak, sonra iki FFT'yi birlikte cogaltmak ve sonra ters bir FFT
yapmak iyi bir fikirdir. Gorlintln(n ve filtrenin Fourier donisimini hesaplayalim:

siz = [3 31; % 3x3 box. You can play with changing this
box = ones(siz)/9;
x=im(:,:,1);

y=fft2 (x);

f=fft2 (box,size(x,1),size(x,2)); % use zeropadding
z=ifft2(y.*f); % inverse FFT of the product
figure,

clim=quantile(abs(z(:)),[.01 .99]);

imagesc (abs(z),clim);colormap gray

Gauss filtresi ortalama filtreye benzer, ancak kutudaki degerlerin sabit olmasi yerine,
kutunun ortasinda ve verilen standart sapmayla ortalanmis bir Gauss fonksiyonunu takip
etmeleri disinda. Simdi bagka bir filtre tipi tasarlayalim: bir kenar algilama filtresi. Bu tiir en
basit filtre, ayri ayri terimlerle, bitisik pikseller arasindaki fark olan bir tiirev yapmaktir.

box = [-1 11; % along x-dimension
box = [-1;1];

oo

s along y-dimension

box = [-1 0 1]; % a slightly better filter along x

box = [-1;0;1]; % a slightly better filter along y
x=im(:,:,1);

y=fft2 (x);

box = [-1 0 1]; % try with different ones if you have time

f=fft2 (box,size(x,1),size(x,2)); % use zeropadding
z=ifft2(y.*f); % inverse FFT of the product
figure,

clim=quantile(abs(z(:)),[.01 .99]);

imagesc (abs(z),clim);colormap gray



Image reconstruction - Computed Tomography

ilk olarak, bir nesneye ihtiyacimiz var. iki boyutta kalacagiz ve tibbi gériintiilemede en (inlii
goruntiyl kullanacagiz: Shepp-Logan fantomu. Bu resim o kadar poptler ki Matlab'in
goriuntileme arag¢ kutusuna dahil edildi, bu ylizden onu olusturalim:

clear all
close all
im=phantom;
figure, imagesc(im), colormap gray
R = radon (im,0) ;
figure, plot(R);
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Simdi daha fazla a¢i boyunca Radon dontisiimiine bakalim ve sonuglari gizelim:



R = radon(im,linspace(0,180,40)); % 40 angles from 0 to 180 degrees
figure, imagesc(R);

Simdi ters bir Radon donisimi hesaplayalim ve nesnenin neye benzedigini gorelim:

x = iradon(R,linspace(0,180,40));
figure, imagesc (x),colormap gray
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Ters Radon transfromuna geri projeksiyon da denir. Nesneyi yeniden yapilandirmaya
¢ahistiginizda bu arka izdlisim{in geride "izler" biraktigini agikga gorebilirsiniz. Kag tanesinin
yeterli oldugunu anlamak igin farkh projeksiyonlarla yukaridakileri deneyin. Ayrica,
nesnedeki kiiglik ayrintilarin dizgiin bir sekilde kurtarilmasi igin daha fazla agi gerektirdigine
dikkat edin.

Bilgisayarli Tomografide 6l¢lim aslinda nesnenin X-isini huzmesi boyunca tam olarak integrali
degil, 1sinlar boyunca "emilim" in integralidir. Ama bunu gérmezden gelecegiz ve nesnenin



kitlesinin integralini 6l¢liyormusuz gibi davranacagiz. Sonra bir "metal" arayacagiz.Hastanin
vicudunun iginde bir implant oldugunda olur. Orijinal fantom gérintistnde bir ani
yukselterek bunu modelleyebiliriz:

Simdi radon donlisimiini (6lglim islemini simile etmek i¢in) ve sonra radon déntstimini
(nesnenin dlgiimlerden yeniden yapilandiriimasi) ¢alistirin. Simile edilmis metal implantin
neden oldugu bazi carpici etkileri gorebilmelisiniz.

im(100,80)=100;

R = radon(im,linspace(0,180,100));

x = iradon(R,linspace(0,180,100));
figure, imagesc(x, [0 1]);colormap gray

Radon doénisimd, projeksiyon-dilim teoremi araciligiyla Fourier dénistimdi ile ilgilidir. Bu
teorem, bir nesneniz varsa (6rnegin 2B'de), nesneyi bir gizgiye yansitmanin, nesnenin 2B
Fourier dontstimiinden bir dilim almakla ayni oldugunu belirtir.
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Not: metal oldugu bir 6nceki resimdeki sdairenin disindaki sacilmalardan anlasiimaktadir.



6. Laplace Transformation

Laplace donisimu diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde ortaya ¢ikmaktadir:

e Bir diferansiyel denklemi cebirsel bir denkleme dontstirir. Boylece, daha basit
cebirsel denklemleri ¢dzerek ve sonra donistlirmeyi tersine gevirerek, diferansiyel
denkleme bir ¢6ziim Uretebiliriz.

e Bir rastgele degiskenin moment (retme fonksiyonu, yogunlugunun Laplace
donlsim ile ilgilidir (-s ile degistirerek) ve toplamin yogunlugunu dikkate alirken
yararl olabilir ¢lnki bir konvolisyonun Laplace doénitsimi onlarin  Laplace
doéndstmlerinin Grinadir.

Fourier dénlsimi, sadece sinlis ve kosinls temel islevleri kullanilarak sentezlenebilen
sinyalleri analiz etmek igin vyeterlidir. Ancak, sinyalin Ustel bilesenleri oldugunu
buldugumuzda, 6rnegin, zaman iginde Ussel olarak degiskenlik gdsteren sinlis dalgasi igin,
bu, fourier'in verdigi bize sadece yarim bilgi. Béyle durumlarda kaybolur. Bu tiir durumlarda
laplace dénisimi zorunludur.

Laplace, filtre tasariminda ve analog devrelerin analizinde yaygin olarak kullanilir.
Laplace, hangi Ussel kosullarin kullanilmasi gerektigine karar verebilir, boylece sistemimiz
birlesir ve ayni zamanda sabit kalir.

Aniden baslayan veya biten herhangi bir seyi analiz etmek isterseniz, Laplace
donldsimiinden buylk Olclide faydalanirsiniz. Bu gecislere sistem cevabi gibi gercek
uygulamalarda c¢ok karsilasilir. Aksine, Fourier dontsimdi, bir Laplace donisiminin
problemi bliylk 6lclide basitlestirdigi asimetrik fenomenlerle ugrasirken ¢ok verimsizdir. Bu,
Laplace'in cok dnemli bir analitik araci donistirmesini saglar.

Laplace tansformasyonu dogrusal sistemleri tanimlamak icin yaygin olarak kullaniimaktadir.
Turevleri iceren daginik denklemleri cebirsel denklemlere donstirebilir. Eger sistem bir
girise ve bir cikisa sahipse, cikisin girisin bir fonksiyonu olarak tanimlandigi durumlarda, onu
s etki alanina (laplace kullanarak) doéndstirebilir ve sistemi bir transfer fonksiyonu ile
tanimlayabilirsiniz. X (s) 'in girdi oldugunu, Y (s)' nin ¢ikis oldugunu ve H (s) 'nin transfer
fonksiyonu olarak bilinen sey oldugunu varsayalim. Sistem cikisi Y (s) = H (s) * X (s) olarak
tanimlanabilir. Transfer fonksiyonu Y (s) / X (s) ile esit olacaktir. Bu 6nemli gériinmeyebilir,
ancak bir sistemin transfer fonksiyonu bulundugunda, bize sdylenen sistemin ¢ok fazla bir
kismini soyleyebilir. Transfer fonksiyonunun pay ve paydasi faktorize edilirse, bir kutup-sifir
tanimi yapilabilir. Sisteminiz yiiksek frekanslari sondirmek i¢in yapilmis bir elektrik devresi
ise, dusuk gecis filtresi, sadece kutup-sifir gizimi filtrenin belirli frekanslara nasil tepki
verdigini size soyleyebilir. Bu, laplace dontsiiminiin sadece kiglik bir uygulamasidir, ancak



bircok mihendislik dalinda kullanish olabilen transfer fonksiyonlari ile lineer sistemlerin
tanimlanmasini saglar.

e Sistemlerin, sadece bir frekans veya zaman alani verileri yerine, sinusoidler ve
Usteller gibi dogal bilesenler agisindan analiz edilmesine yardimci olur.

e Yogun aktarim islevini, kutuplar ve sifirlar cinsinden tanimlanabildigi ve sezgisel
olarak sistemin kararliigini, asilmasini veya glriltisind tahmin etmede yardimci
olan uygun bir alana (S-etki alani) gevirir.

e Fourier Donltsimu, sifreli bir donlsiimi ¢ok daha kolay bir carpima donustirirken,
bir Laplace Donlsimi, S-etki alaninda basit bir polinom cebiri ile yogun bir
diferansiyel denklemin ¢6ziilmesine yardimci olur.

e Yinelemeli filtrelerin kararhiligini analiz etmek igin DSP'de temel olan Z-Dénilsimu,
Laplace Donlisim'niin yakin akrabasidir.

+ 00
F(s) = L{f(t)} = e *Lf(t)dt >0

Fs)=LIf]=] 0°° f (t)e St
as the Laplace transform of f(t), and the inverse Laplace transform is

f(0) =L [F(5)] zzini [ ::ZOF(s)eStds

Theorem: The conditions for the existence of Laplace transform of f(t) are
(1) f(t) is piecewise continuous in every finite interval.
(2) f(t) is an exponential order function.

Laplace Doniligiimleri
1) Dinamik ve kontrolde standart gosterimi (kisa gosterim) saglar.
2) Matematik cebirsel islemlere donustirir.
3) Blok diyagram analizi icin avantajhdir.

Laplace doniisiimleri proses kontroliinde kullanilabilir:
1) Diferansiyel denklemlerin ¢6zimi (dogrusal)
2) Dogrusal kontrol sistemlerinin analizi (frekans cevabi)
3) Farkli girdiler icin gecici yanitin tahmini



Laplace Transform of Basic Functions

Original function |Transformed function Original function |Transformed function
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T'(x) =jowe‘“ux‘ldu is called Gamma function.

The properties of Gamma function
I'(a+1)=al(a).

rq)=1.

I'(n+1)=n!, nis a natural number.

r(%) = .

o0
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When n is a natural number, then
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Laplace Transform of Special Functions

1. Unit step function (Heaviside function)

1 t>0
u(t):{o t<0 Ut
L [u(t)]= j:u(t)e-stdt L —
:Iwe‘Stdt .
0 S
:>u(t—a)={1 t>a ut—a)
0 t<a
—as S
L [ut-a)]=2 — >t

S

2. Unit impulse function (Dirac delta function)

1 0<t<e
€

(1) square wave function p(t) =
0 t>e¢

L [p(V]= [ p(e-=dt =, fu(t) - u(t - o)le "

1,1 e®, 1-e*
S(-T0)=
€S S S
(2) unit impulse function 8(t) = Iirr(l) p(t) (also called singular function, Dirac delta function)

—&S —&S
. Se
=lim =1
e—0 S

L [3(®]=L [lim p(t)]=lim{L [p(t)]}zlaml_si
Properties:

() [ 8(tdt=u()
(i) [, 9(t)3(t-a)dt = g(a)

(i) [~ g(0)3(t)dt = g(0)
L [8(t—a)]=e"



3. Unit double function

D(¢)
D(t) = lim iz[u(t) —2u(t—g) +u(t — 2¢)]
e>0 ¢ 1
1,1 2™ g% ?
L [DO1=lim % (-~ = —+7 ) o
_1-2eF 4+ 25e7® _ 257 1
=lim > =lim -=
e>0 £°S -0 2¢S €
. _ Zszefss +482e—288
£—0 25
Question:

Let x(t) =e ' [H(t) * §(t)], where H(t) is unit step function, and §(t) is Dirac delta function,
and * represents convolution, find (a)((jj—;x (b)L [x(D)]
Solution : (a) H(t) *5(t) = I;H (7)o(t—t)dt =H(t)
X)) =e H(t)
% =e ' [-3H (t) + 8(1)]
‘Z:ZX = e {-3[-3H (1) + 5(t)] - 35(t) + &' (1)}
= e [9H (t) - 65(t) + &' (1)]

B)L [xB]=L [eH()]= STlg




Properties of Laplace Transform

Transformed Function

Property Original Function
Linearity af (t) + bg(t) aF(s) + bG(s)
. f(t—a)u(t-a) e *F(s)
Shifting D FGs_a)
. 1_.s
Scaling f(at) —F(-)
a a
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. - ..—F1(0)
Differentiation
0 d"F(s
(0 &)
ds
t 1
j f(@de ZF(s)
Integration 1 >
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Cf O [ F©
Convolution j; f(t)g(t—r)drt F(s)G(s)
Periodic Functi fO)y=f(t+T L " (et
eriodic Function O =f(t+T) ﬁj‘o (t)e

Initial Value Theorem
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t—0 g(t) S0 G(S)

Final VValue Theorem
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iim O _ i FG)
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7. Tanimlayici istatistik

Tanimlayici istatistik, yorumlamak amaci ile bir veri kimesindeki bilgileri 6zetleme ve
dizenleme yontemlerini ifade eder. Bazi istatistiksel kavramlari agiklamak icin asagidaki
tabloyu kullanacagiz.

Characteristics of 10 loan applicants

Applicant Marital Status Mortgage Income (5) Income Rank Year Risk

1 Single y 38,000 2 2009 Good
2 Married y 32,000 7 2010 Good
3 Other n 25,000 9 2011 Good
4 Other n 36,000 3 2009 Good
5 Other y 33,000 4 2010 Good
6 Other n 24,000 10 2008 Bad

7 Married y 25,100 8 2010 Good
8 Married y 48,000 1 2007 Good
9 Married y 32,100 6 2009 Bad

10 Married y 32,200 5 2010 Good

Ogeler: Bilgilerin toplandigi varliklara 6geler denir. Yukaridaki tabloda, unsurlar 10
basvurandir. Ogelere ayrica vakalar veya 6zneler de denir.

Degiskenler: Bir elemanin 6zelligine degisken denir. Medeni durum, ipotek, gelir, ritbe, yil
ve risk gibi farkli unsurlar icin farkl degerler alabilir. Degiskenlere nitelikler de denir.
Degiskenler niteliksel veya niceliksel olabilir.

Niteliksel: Niteliksel bir degisken, 6gelerin bazi 6zelliklere gore siniflandiriimasini veya
kategorilere ayrilmasini saglar. Niteliksel degiskenler medeni durum, ipotek, riitbe ve risktir.
Nitel degiskenlere kategorik degiskenler de denir.

Nicel: Nicel bir degisken sayisal degerler alir ve izerinde aritmetigin anlamli bir sekilde
gerceklestiriimesine izin verir. Nicel degiskenler gelir ve yildir. Nicel degiskenlere sayisal
degiskenler de denir.

Ayrik Degisken: Sonlu veya sayilabilir sayida deger alabilen sayisal bir degisken, her bir
degerin her nokta arasinda bosluk olacak sekilde ayri bir nokta olarak grafiklendirilebildigi
ayri bir degiskendir. 'yil' ayrik bir degiskene 6rnektir.

Siirekli Degisken: Sonsuz sayida deger alabilen sayisal degisken, olasi degerleri sayi
dogrusunda bir aralik olusturan, noktalar arasinda bosluk olmayan siirekli bir degiskendir.
'gelir' stirekli degiskene bir 6rnektir.



Popiilasyon: Popiilasyon, belirli bir problemle ilgili tim unsurlarin kiimesidir. Parametre,
poptlasyonun bir 6zelligidir.

Ornek: Bir 6rnek, popiilasyonun bir alt kiimesinden olusur. Bir 6rnegin bir dzelligine istatistik
denir.

Rastgele 6rnek: Her bir elemanin segilme sansinin esit oldugu bir 6rnek aldigimizda.

Merkez Olgiileri: Ortalama, Medyan, Mod, Orta Aralik. Verinin orta kisminin sayi
dogrusunda nerede oldugunu belirtir. Bir grup sayiya bakarak ne 6grenebiliriz? Makine
Ogreniminde (ve matematikte) bizi ilgilendiren genellikle tic deger vardir:

1) Ortalama - Ortalama deger

2) Medyan - Orta nokta degeri

3) Mod - En yaygin deger

Ortalama:

Ortalama, bir veri setinin aritmetik ortalamasidir. Ortalamayi hesaplamak icin degerleri
toplayin ve deger sayisina béliin. Ornek ortalamasi, bir drnegin aritmetik ortalamasidir ve x
("x-bar") ile gosterilir. Popilasyon ortalamasi, bir popilasyonun aritmetik ortalamasidir ve u
(“myu”, migin Yunanca harf) ile gosterilir.

Ornek: 13 arabanin hizini kaydetmis olalilim:
hiz = [109, 96, 97, 98, 121, 96, 113, 97, 104, 88, 87, 95, 96]
Ortalama degeri nedir?

Ortalamayi hesaplamak i¢in tiim degerlerin toplami bulunur ve toplami deger sayisina
bolunar: (109+96+97+98+121+96+113+97+104+88+87+95+96) / 13 =99.77

Ornek: Ortalama hizi bulmak icin NumPy mean() yéntemini kullanilr.
import numpy

speed = [99,86,87,88,111,86,103,87,94,78,77,85,86]

X = numpy.mean(speed)

print(x)

Sonug: 89.76923076923077



Median (Orta nokta degeri):

Medyan, tek sayida veri degeri oldugunda ve veriler artan diizende siralandiginda ortadaki
veri degeridir. Cift sayl varsa, medyan, ortadaki iki veri degerinin ortalamasidir. Gelir verileri
artan diizende siralandiginda, ortadaki iki deger 32.100 ABD Dolari ve 32.200 ABD Dolari
olup, bunun ortalamasi medyan gelir olan 32.150 ABD Dolaridir.

Ornek: 13 arabanin hizini kaydetmis olalilim:
hiz =109, 96, 97, 98, 121, 96, 113, 97, 104, 88, 87, 95, 96]
medyan degeri nedir?

Medyan deger, tim degerleri siraladiktan sonra ortadaki degerdir: 87, 88, 95, 96, 96, 96, 97,
97,98, 104, 99, 113, 121

Medyani bulmadan 6nce sayilarin siralanmasi énemlidir. NumPy modulinin bunun igin bir
yontemi vardir.

Ornek: Orta degeri bulmak icin NumPy median() yéntemini kullanilir.

import numpy

speed = [99,86,87,88,111,86,103,87,94,78,77,85,86]
X = numpy.median(speed)

print(x)

Ortada iki sayi varsa, bu sayilarin toplamini ikiye bollnir.
77,78, 85, 86, 86, 86, 87, 87, 94, 98, 99, 103
(86 +87)/2=86.5

Example:

import numpy

speed = [99,86,87,88,86,103,87,94,78,77,85,86]
X = numpy.median(speed)

print(x)

Mode (En yaygin deger):

Mod, en biylk siklikta (frekansta) olusan veri degeridir. Hem nicel hem de kategorik
degiskenlerin modlari olabilir, ancak yalnizca nicel degiskenlerin ortalamalari veya
medyanlari olabilir. Her gelir degeri yalnizca bir kez olusur, bu nedenle mod yoktur. Yil icin
mod, 4 frekansla 2010'dur.

Mod degeri dizide en ¢ok goriinen degerdir.
99, 86, 87, 88, 111, 86, 103, 87,94, 78, 77, 85, 86 = 86
SciPy moduliiniin bunun igin bir yontemi vardir.



Ornek
En cok goriinen saylyi bulmak i¢in SciPy mode() yontemini kullanin:

from scipy import stats

speed = [99,86,87,88,111,86,103,87,94,78,77,85,86]
x = stats.mode(speed)

print(x)

Sonuc¢: ModeResult(mode=array([86]), count=array([3]))

Mid-range

The mid-range is the average of the maximum and minimum values in a data set. The mid-
range income is:

mid-range(income) = (max(income) + min(income))/2 = (48000 + 24000)/2 = $36000

Measures of Variability: Range, Variance, Standard Deviation
Quantify the amount of variation, spread or dispersion present in the data.

Range

The range of a variable equals the difference between the maximum and minimum values.
The range of income is:

range(income) = max (income) - min (income) = 48,000 - 24,000 =524000

Range only reflects the difference between largest and smallest observation, but it fails to
reflect how data is centralized.

Standart Sapma:
Population variance is defined as the average of the squared differences from the Mean,
denoted as 02 (“sigma-squared”):

. Z (x — _”}2
o° =
N

Larger Variance means the data are more spread out.

The sample variance s?is approximately the mean of the squared deviations,
with N replaced by n-1. This difference occurs because the sample mean is used as an
approximation of the true population mean.

? E{t - i)j

N =
n—1




Standart sapma, degerlerin aritmetik ortalamaya gore ne kadar yayildigini agiklayan bir
sayidir. Dlsuk bir standart sapma, sayilarin ¢gogunun ortalama (ortalama) degere yakin
yayildigi anlamina gelir. Yiksek standart sapma, degerlerin daha genis bir araliga yayildigi
anlamina gelir.

The standard deviation or sd of a bunch of numbers tells you how much the individual
numbers tend to differ from the mean.

The sample standard deviation is the square root of the sample variance: sd =V s For
example, incomes deviate from their mean by $7201.

The population standard deviation is the square root of the population variance: sd=V o2

,” \‘llﬁ’ =5

20
Three different data distributions with same mean (100) and different standard deviation
(5,10,20)

The smaller the standard deviation, narrower the peak, the data points are closer to the
mean. The further the data points are from the mean, the greater the standard deviation.

Ornek: Bu sefer 7 arabanin hizini kaydettik:

hiz = [86,87,88,86,87,85,86]

Standart sapma: 0.9

Bu, degerlerin cogunun, 86.4 olan ortalama degerden 0.9 araliginda oldugu anlamina gelir.

Ayni seyi daha genis bir aralikta bir sayi secimi ile yapalim:
hiz=1[32,111,138,28,59,77,97]

Standart sapma: 37.85

Yani degerlerin ¢ogu, ortalama deger olan 77,4'ten 37,85 araligindadir.
Gordiuginiiz gibi, daha ylksek bir standart sapma, degerlerin daha genis bir araliga
yayildigini gosterir.

Example
Use the NumPy std() method to find the standard deviation:



import numpy

speed = [86,87,88,86,87,85,86]
X = numpy.std(speed)

print(x)

Varyans

Varyans, degerlerin ne kadar yayillmis oldugunu gosteren baska bir sayidir. Aslinda varyansin
karekokiini alirsaniz standart sapmayi elde edersiniz! Ya da tam tersi, standart sapmayi
kendisiyle carparsaniz varyansi elde edersiniz!

Varyansi hesaplamak igin asagidaki gibi yapmaniz gerekir:
1. Ortalamayi bulunur:
(32+111+138+28+59+77+97) / 7=77,4

2. Her deger icin: ortalamadan farki bulunur:
32-77,4=-45,4
111-77,4=33,6
138-77,4=60,6
28-77,4=-49,4
59-77,4=-18,4
77-774=-04
97-77,4=19,6

3. Her bir fark i¢in kare degeri bulunur:
(-45.4)2 =2061.16
(33.6)2=1128.96
(60.6)2 =3672.36
(-49.4)2 = 2440.36
(-18.4)2 =338.56
(-0.4)2=0.16
(19.6)2 = 384.16

4. Varyans, bu kare farklarin ortalamasidir:
(2061.16+1128.96+3672.36+2440.36+338.56+0.16+384.16) / 7 = 1432,2



Example: Use the NumPy var() method to find the variance.

import numpy

speed =[32,111,138,28,59,77,97]
X =numpy.var(speed)

print(x)

Standart sapma
Ogrendigimiz gibi, standart sapmayi bulma formiilii varyansin karekékiidiir: v1432.25 =
37.85

Example: Use the NumPy std() method to find the standard deviation.

import numpy

speed = [32,111,138,28,59,77,97]
X = numpy.std(speed)

print(x)

Semboller:
Standart Sapma genellikle Sigma sembolii ile temsil edilir: o
Varyans genellikle Sigma Karesi semboli ile temsil edilir: o?

Measures of Position: Percentile, Z-score, Quartiles
Indicate the relative position of a particular data value in the data distribution.

Yuzdelikler (Percentile):

The pth percentile of a data set is the data value such that p percent of the values in the
data set are at or below this value. The 50th percentile is the median. For example, the
median income is $32,150, and 50% of the data values lie at or below this value.

Percentile rank

The percentile rank of a data value equals the percentage of values in the data set that are
at or below that value. For example, the percentile rank. of Applicant 1’s income of $38,000
is 90%, since that is the percentage of incomes equal to or less than $38,000.
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Yizdelikler, istatistiklerde, degerlerin belirli bir ylizdesinin daha diislik oldugu degeri
tanimlayan bir sayi vermek igin kullanilir.

Ornek: Diyelim ki bir sokakta yasayan tiim insanlarin yaslarindan olusan bir dizimiz var.
yas =[5,31,43,48,50,41,7,11,15,39,80,82,32,2,8,6,25,36,27,61,31]

75. ylizdelik nedir?

Dizi kiiclikten buylge siralanir: 2, 5, 6, 7, 8, 11, 15, 25, 27, 31, 31, 32, 36, 39, 41, 43, 48, 50,
61, 80, 82

Kaginci deger oldugu, (75/100)*21=15.75 den n=16 olarak hesaplanir. Cevap 43, yani
insanlarin %75'i 43 veya daha geng.

Kod Orenegi:

import numpy

ages =[5,31,43,48,50,41,7,11,15,39,80,82,32,2,8,6,25,36,27,61,31]
X = numpy.percentile(ages, 75)

print(x)

Example: What is the age that 90% of the people are younger than?



import numpy

ages = [5,31,43,48,50,41,7,11,15,39,80,82,32,2,8,6,25,36,27,61,31]
x = numpy.percentile(ages, 90)

print(x)

Interquartile Range (IQR)
The first quartile (Q1) is the 25th percentile of a data set; the second quartile (Q2) is the
50th percentile (median); and the third quartile (Q3) is the 75th percentile.

The IQR measures the difference between 75th and 25th observation using the formula: IQR
=Q3-Q1.
A data value x is an outlier if either x < Q1 - 1.5(IQR), or x 2 Q3 + 1.5(IQR).

Z-score
The Z-score for a particular data value represents how many standard deviations the data
value lies above or below the mean.

X—X

Z-score =
S
So, If z is positive, it means that the value is above the average. For Applicant 6, the Z-score
is (24,000 - 32,540)/ 7201 = -1.2, which means the income of Applicant 6 lies 1.2 standard
deviations below the mean.

Uni-variate Descriptive Statistics

Different ways you can describe patterns found in uni-variate data include central tendency
: mean, mode and median and dispersion: range, variance, maximum, minimum, quartiles,
and standard deviation.

B Married, 5, 50% 5

Other, 4, 40%

W Married

M Single

Frequency
w

Other

1 -
single, 1, 10% 0 '
inete. L, Married Single Other

Marital status

Pie chart [left] & Bar chart [right] of Marital status from loan applicants table.
The various plots used to visualize uni-variate data typically are Bar Charts, Histograms, Pie
Charts. etc.



Bi-variate Descriptive Statistics

Bi-variate analysis involves the analysis of two variables for the purpose of determining the
empirical relationship between them. The various plots used to visualize bi-variate data
typically are scatter-plot, box-plot.

Scatter Plots

The simplest way to visualize the relationship between two quantitative variables, x and y.
For two continuous variables, a scatter-plot is a common graph. Each (x, y) point is graphed
on a Cartesian plane, with the x axis on the horizontal and the y axis on the vertical. Scatter
plots are sometimes called correlation plots because they show how two variables are
correlated.

Correlation

A correlation is a statistic intended to quantify the strength of the relationship between two
variables. The correlation coefficient r quantifies the strength and direction of the linear
relationship between two quantitative variables. The correlation coefficient is defined as:

dYx=-X)-9)

(n—1)s.s,

ryF =

where sx and sy represent the standard deviation of the x-variable and the y-variable,
respectively. -1 <r<1.

If r is positive and significant, we say that x and y are positively correlated. An increase in x
is associated with an increase in y.

If r is negative and significant, we say that x and y are negatively correlated. An increase in x
is associated with a decrease in y.

Scatter Plots & Correlation Examples
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Positive correlation (r > 0), Negative correlation (r < 0), No correlation (r = 0)




Box Plots

A box plot is also called a box and whisker plot and it’s used to picture the distribution of
values. When one variable is categorical and the other continuous, a box-plot is commonly
used. When you use a box plot you divide the data values into four parts called quartiles.
You start by finding the median or middle value. The median splits the data values into
halves. Finding the median of each half splits the data values into four parts, the quartiles.
Each box on the plot shows the range of values from the median of the lower half of the
values at the bottom of the box to the median of the upper half of the values at the top of
the box. A line in the middle of the box occurs at the median of all the data values.

The whiskers then point to the largest and smallest values in the data.

IR — maximum
20 | ~
15 =
C . third quartile —
10 - — =N
= - o
, L {1 [19R 4
median | = =
* = B first quartile
5 C J B minimum

The five-number summary of a data set consists of the minimum, Q1, the median, Q3, and
the maximum.

Kutu grafikleri, bir dagilimin carpik olup olmadigini ve veri setinde olasi olagandisi gbzlemler
(aykiri degerler) olup olmadigini belirtmek icin 6zellikle yararlidir.

Sol biyik, aykiri olmayan minimum degere kadar uzanir. Sag biyik, aykiri olmayan maksimum
degere kadar uzanir. Sol yatay cizgi sag cizgiden daha uzun oldugunda, dagilim sola carpiktir
ve bunun tersi de gecerlidir. Biyiklarin uzunlugu yaklasik olarak esit oldugunda, dagilim
simetriktir.



8. Olasihk

Makine Ogrenimi, verilerden 6grenmek icin istatistik, olasilik, algoritmalar kullanan ve akilli
uygulamalar olusturmak igin kullanilabilecek icgoriler saglayan disiplinler arasi bir alandir.
Olasllik ve istatistik, olaylarin goreceli sikligini analiz etmekle ilgilenen matematigin ilgili
alanlaridir. Olasilik gelecekteki olaylarin olasiligini tahmin etmekle ilgilenirken, istatistikler
gecmis olaylarin sikliginin analizini igerir.

Cogu insan olasilik dereceleri hakkinda sezgisel bir anlayisa sahiptir, bu nedenle glinlik
konugsmamizda "muhtemelen" ve "olasi degil" gibi kelimeler kullaniriz, ancak bu dereceler
hakkinda nicel iddialarda bulunma hakkinda konusacagiz.

Olasilik teorisinde, bir olay, bir olasiligin atandigi bir deneyin sonuglari kiimesidir. E bir olayi
temsil ediyorsa, P(E), E'nin meydana gelme olasiligini temsil eder. E'nin olabilecegi (basari)
veya olmayabilecegi (basarisizlik) bir duruma deneme denir. Bu olay yazi tura atmak, zar
atmak veya torbadan renkli bir top cekmek gibi herhangi bir sey olabilir. Bu 6rneklerde
olayin sonucu rastgeledir, dolayisiyla bu olaylarin sonucunu temsil eden degiskene rastgele
degisken denir.

Yazl tura atmanin basit bir 6rnegini ele alalim. Madeni para adilse, tura gelmesi kadar tura
gelmesi de olasidir. Baska bir deyisle, madeni parayi defalarca atacak olsaydik, atislarin
yaklasik yarisinin yazi ve yarisinin yazi olmasini beklerdik. Bu durumda tura gelme olasiliginin
1/2 veya 0,5 oldugunu soyllyoruz.

Bir olayin ampirik olasiligl, olayin meydana gelme sayisinin gézlemlenen toplam olay sayisina
béliinmesiyle verilir. On denemeler ve basarilari gézlemlersek, basari olasiligi s/n'dir.
Yukaridaki 6rnekte. herhangi bir yazi tura dizisi tam olarak %50'den fazla veya daha az
turaya sahip olabilir.

Ote yandan teorik olasilik, belirli bir olayin meydana gelebilecegi yol sayisinin toplam olasi
sonug sayisina bollinmesiyle verilir. Boylece bir kafa bir kez ortaya cikabilir ve olasi sonuglar
ikidir (kafa, kuyruk). Bir kafanin gercek (teorik) olasihg: 1/2'dir.

Makine 6grenmesi algoritmalari uygulanirken, kullanilacak algoritmanin bulundugu ortamin
deterministik olmadigl, yani ayni girdi icin her zaman ayni c¢iktinin garanti edilemedigi
durumlarla karsilasilmis olunabilir. Benzer sekilde, gercek diinyada, girdinin ayni kalmasina
ragmen davranisin degisebilecegi, bunun gibi senaryolar vardir. Belirsizlik ne olursa olsun
vardir. Makine 6grenimi ¢ok biyiik miktarda veri, birden ¢ok hiperparametre ve karmasik bir
ortam igerdiginden, belirsizliklerin olmasi zorunludur. Eksik degiskenler, eksik modelleme
veya verilerin olasilikli olmasi seklinde olabilir.



Olasiligl anlamadan makine 6grenimi algoritmalarina dalmak ilk basta iyi gériinebilir, ancak
yine de karmasik algoritmalara derinlemesine dalmak sizi temelleri tekrar gézden gegirmeye
zorlayabilir. Bu kavramlar, matematigin makine 6grenimini nasil etkiledigini tam olarak
anlamada karmasik goriinebilir. Naive Bayes gibi bir algoritmanin nasil tamamen ona bagh
oldugu da merak edilmelidir!

Kavramlari basitlestirmek ve makine 6grenimi dinyasinda olasiligin dnemini anlasilmasina
yardimci olmak igin siradan olmayan terimlerle agiklanmalidir.

Olasllik, kesinlik faktorinl temsil eder. Kesinlik, gergeklesecek bir olaya atayacaginiz orandir.
Diyelim ki bir zar atiyorsunuz ve zarlarda 6'nin ortaya ¢ikma kesinliginin % oldugunu
soyluyorsunuz. Bu, zarlarda 6 gelme ihtimalinin %16.67 oldugu anlamina gelir. Bu, belirli bir
olaya ayirdiginiz kesinlik budur. Bu da olasilik olarak bilinir veya tam olarak bizim
durumumuzda buna siklik olasiligi denir.

Siklik olasiligl, olayin bircok deneme/olay arasinda meydana gelme sikligini belirtir. Zar
atmak sik gorilir, ¢linkii % sonsuz sayida zar atma denemesinden 6'nin ortaya ¢ikma
olasiliginin 1/6 oldugu anlamina gelir.

Tum senaryolar, 6nceki varsayimimizdaki gibi siklikla ilgili degildir. Yakit fiyatinin enflasyon
veya deflasyon olasiligini tahmin ettigimiz bir makine 6grenimi problemini ele alirsak, bunu
frekans olasilik senaryosunda gorildigl gibi tekrar perspektifinde distinmiiyoruz. Bunun
yerine, bu olayin belirli bir olasilik/kesinlikle gerceklesebilecegini sdyliyoruz.

ikinci fenomene Bayes olasihigi denir. Bir olayin tekrarlanma sikhgini diisinmek yerine,
inancimizi 6lglyoruz. Su ifadeyi dislinlin - diyabetik bir hastanin kalp yetmezligi gelistirme
olasihgl %32. Bu ifade, hastanin semptomlarinin sonsuz kopyalarini yarattigimiz yerde tekrar
etmeye egilimli degildir. Bunun yerine kalp yetmezliginin olabilecegini %32 kesinlik ile
Olcliyoruz.

Altogether, probability measures the extent of certainty pertaining to an uncertain event.
As machine learning revolves around probable yet not mandatory situations, probability
plays a crucial role in approximating the analysis.

Formulating an easy and uncertain rule is better in comparison to formulating a complex and
certain rule — it’s cheaper to generate and analyze. Moreover, a “certain” rule doesn’t
guarantee generating the right and required output always. An “uncertain” rule, on the
other hand, though non-deterministic, helps in reaching a generalized conclusion.



Discrete and Continuous Variables

A discrete variable takes a finite set of values whereas a continuous variable takes an infinite
number of values. If you have a dataset with two attributes — age group and profession,
age group is continuous and profession is discrete. In probability, we define the probability
of discrete variables using probability mass function (PMF).

Z PI:;Efj =1

TEX

Sum of probabilities is 1

PMF assigns probability to every possible variable specific to the data attribute. The
probability for all possible variables shouldn’t exceed 1, as to how certainty shouldn’t
exceed 100%. Each probability concerning a variable has to lie between (included) 0 and 1. If
we consider the profession attribute, we can define its probability by stating that every
profession’s probability has to be in between 0 and 1, and all of them have to add up to 1.

[plf;i::]d;i: =1

Integral of probabilities is 1

The probability of continuous variables can be defined using probability density function
(PDF). As continuous variables are not finite, we use an integral to define PDF. The
probability of every possible continuous value has to be greater than or equal to zero but
not preferably less than or equal to 1 as a continuous value isn’t finite. Although, the
integration of all probabilities has to be equal to 1.

Probability Distribution

Probability distribution defines the likelihood of possible values that a random variable can
take. PMF and PDF that have been described earlier for discrete and continuous variables
respectively are probability distributions.

If we want to determine the probability distribution on two or more random variables, we
use joint probability distribution. For a typical data attribute in machine learning, we have
multiple possible values. Computing probability of all values falls under joint probability.
If we want to define the probability distribution only on a subset of variables, we
use marginal probability distribution. This is useful if we want to estimate the probability
on only a specific set of input variables (concerning x attribute) when given the other input
values (concerning y attribute).
Ple=X) = Z Plz=X,y=Y)

y
For Discrete Variable



There are cases where we want to compute the probability of an event when a different
event happens. This probability distribution is termed as conditional probability
distribution.

Plz=Xly=Y)=

Probability of x given 'y
Joint probability distribution can be decomposed into conditional distributions as follows:

T

PI:;EfJ Y e ;Ef”:'I = PII:;EfJ:'I H PI:;Ef,.|;EfJ Yo ;Ef,_JZII

1=2
Example: P(z,y,x)=P(x | y,z) *P(y | z) * P(z)
In this case, if the events are disjoint or independent, then the probability can be expressed
as the product of all events’ probabilities.
Ple=X.y=Y)=Pla=X)+Ply=Y)
If the events are conditionally independent, the probability is given as follows:

Ple=Xy=Y|z2=Z)=Pla=X|z2=2Z)+*Ply=Y|z = Z)

Bayes Rule
Taking a cue from the joint probability distribution, we define Bayes Rule as the probability
of an event computed using the prior knowledge of its related events.
Plxly) * Ply)
Plz)
Computing the probability of y given x using the prior probability of x given y

Plylz) =

Bayes Rule plays a significant role in Bayesian statistics where probability is believed to be
a degree of belief in an event.

Expected Value

The expectation, or expected value is the mean of many repetitions of an event. Practically, it
helps in ascertaining if one has to engage in a given event.

A variable can take several possible values (probabilities) each of which has a likelihood
attached. Summing up these details into a single variable gives expectation.

It’s given by the following formula:

E.op[f(z)] =) P(z)f(x)

For Discrete Variable

We also have conditional expected value which defines the expectation of a variable (x)
given another variable (y) as follows:

Epoplf(@) = 3 Plaly) f(2)
£



Variance

Variance defines how the output of an event varies as values (influencing the event) are
picked from a probability distribution. It defines how the one value differs from the other
values, or in simple terms, the variability of the dataset.

Var(f(z)) = E[(f(z) — E[f(2)])?

Standard Deviation
Standard deviation gives the spread of the dataset, as to how far the values are from the
mean (expected value). It’s given by the square root of variance.

Stdi f(z)) = /Var(flz))

Covariance
Covariance defines the linear relation between two variables. If it’s positive, both the
variables tend to take higher values and if it’s negative, when one variable takes a higher
value, the other takes a lower value.

Cov(f(x1), fla2)) = E[(f(z1) — E(f(21))(f(22) — E(f

EA

)

)]

(22)

Types of Probability Distributions

Here are the distributions that we usually come across in machine learning:

1. Bernoulli Distribution

Bernoulli distribution is the probability distribution of a random variable — is 1 with a
probability of p and 0 with a probability of I-p. This is typically related to a True/False or a
classification scenario.

2. Binomial Distribution

Multiple Bernoulli trials constitute a binomial distribution. It’s the probability distribution
constituting True/False questions in n trials.

3. Multinoulli Distribution

Multinoulli distribution is the case where a single variable can have multiple outcomes. It’s
the transition from binary to several categories. When it’s a multi-classification problem,
this distribution comes into the picture.

4. Multinomial Distribution

Multiple Multinoulli trials constitute Multinomial distribution.

5. Gaussian Distribution

Gaussian or Normal Distribution is a commonly used distribution in machine learning.
Several processes in our nature take the form of Gaussian distribution. In fact, there’s
a Central Limit Theorem which states that the normalized sum of several independent
variables is inclined towards Gaussian distribution irrespective of the distribution that each
variable takes.

Moreover, this distribution induces maximum uncertainty into the data and requires
minimum prior knowledge as it can solely be defined using the mean and variance of data.
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Gaussian Distribution with varying means and variances

6. Exponential Distribution

Exponential distribution is concerned about the time until an event occurs. Mathematically,
it has a sharp point at x = 0.

pla:iX) = Ayzge ™

Probability is 0 when x < 0
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Bilesik olasilik

P(A ve B) veya P(A n B) ile gosterilen A ve B olaylarinin olasiligi, A ve B olaylarinin her ikisinin
de meydana gelme olasiligidir. P(A n B) = P(A). P(B) . Bu, yalnizca A ve B birbirinden
bagimsiz oldugunda gecerlidir, yani A olusursa, B olma olasiligini degistirmez ve bunun tersi
de gecerlidir.

Sarth olasilik

A ve B'nin bagimsiz olmadigini diisiinelim, ¢iinki A meydana geldiyse, B'nin olasiligi daha
yuksektir. A ve B bagimsiz olmadiginda, B'nin meydana geldigi verilerde A'nin olma olasilig
olan kosullu olasiligl, P (A|B) hesaplamak genellikle yararhdir: P(A|B) = P(A n B)/ P(B).

Bir B olayina kosullanmis bir A olayinin olasiligi gosterilir ve tanimlanir P(A|B) = P(ANB)/P(B)
Benzer sekilde, P(B|A) = P(A n B)/ P(A) . A ve B'nin ortak olasiligini P(A n B)= P(A).P(B|A)
seklinde yazabiliriz, bu su anlama gelir: “Her ikisinin de olma olasiligl, birincisinin olma
olasiligidir, ve sonra birincisi verilen ikincisi oldu.”

Bayes’ Theorem

Bayes teoremi, iki olayin kosullu olasiliklari arasindaki bir iliskidir. Ornegin, sicak ve giinesli
bir ginde dondurma satma olasiligini bulmak istiyorsak, Bayes teoremi bize baska herhangi
bir glinde (yagmurlu, rtizgarh, karh vb.) dondurma satma olasiligi hakkinda 6n bilgileri
kullanmamiz igin gerekli araglari verir.

Likelihood of the evidence 'E

I
Prior Probability it the Hypothesis ‘H’ is trve

P(H) = P(E|H)

P(H|E) = P(E)

Posterior Probability of ‘H’ Priori probability that the evidence

given the evidence itself is true

Burada H ve E olaylardir, P(H|E), E olayinin zaten gerceklesmis olmasi kosuluyla, H olayinin
gerceklesmesinin kosullu olasiligidir. Denklemdeki olasilik P(H) temelde frekans analizidir;
onceki verilerimiz gbz 6nline alindiginda, olayin meydana gelme olasiligi nedir. Denklemdeki
P(E|H) olasilik olarak adlandirilir ve frekans analizinden elde edilen bilgiler gbz 6niine
alindiginda esasen kanitin dogru olma olasiligidir. P(E), gercek kanitin dogru olma olasiligidir.

Dondurma sattigimiz olayi H, hava durumu olayi E ile gésterilsin. O halde, hava durumuna
gore herhangi bir glinde dondurma satma olasiliginin ne oldugunu sorabiliriz. Matematiksel
olarak bu, denklemin sol tarafina esdeger olan P(H=dondurma satisi | E= hava durumu tirt)



olarak yazilir. Sag taraftaki P(H), dondurma satisinin marjinal olasiligini zaten bildigimiz igin
dnsel olarak bilinen ifadedir. Ornegimizde bu, P(H = dondurma satisi), yani disaridaki
havanin tiiriinden bagimsiz olarak dondurma satma olasihgidir. Ornegin, potansiyel 100
kisiden 30'unun bir yerlerdeki bir diikkandan gercekten dondurma aldigini séyleyen verilere
bakabilirim. Yani benim P(H = dondurma satisi) = 30/100 = 0,3, hava durumu hakkinda bir
sey bilmeden 6nce. Bayes Teoremi bu sekilde dnceki bilgileri birlestirmemize izin verir.

Bayes teoreminin klasik bir kullanimi klinik testlerin yorumlanmasindadir. Diyelim ki rutin bir
tibbi muayene sirasinda doktorunuz size nadir gorilen bir hastalik igin pozitif test ettiginizi
bildiriyor. Ayrica bu testlerin sonuclarinda bazi belirsizliklerin oldugunun da farkindasiniz.
Hastaligi olan hastalarin %95'i icin bir Duyarlilik (ger¢ek pozitif oran olarak da adlandirilir)
sonucumuz ve saglikh hastalarin %95'i icin bir Ozgiilliik (gercek negatif oran olarak da
adlandirilir) sonucumuz oldugunu varsayarsak.

“+” ve “=” sirasiyla pozitif ve negatif bir test sonucunu gosterirse, test dogruluklari kosullu
olasiliklardir: P(+|hastalik) = 0.95, P(-|saghkli) = 0.95,

Bayes terimleriyle, pozitif bir test olan P(hastalik |+) verilen hastalik olasiligini hesaplamak
istiyoruz.

P(disease|+) = P(+|disease)* P(disease)/P(+)
How to evaluate P(+), all positive cases ? We have to consider two

possibilities, P(+|disease) and P(+]| healthy). The probability of a false positive, P(+|healthy),
is the complement of the P(-|healthy). Thus P(+|healthy) = 0.05.

P(+|disease) P(disease)
P(+|disease)P(disease) + P(+|healthy)P(healthy)

P(disease|+) —

Importantly, Bayes’ theorem reveals that in order to compute the conditional probability
that you have the disease given the test was positive, you need to know the “prior”
probability you have the diseaseP(disease), given no information at all. That is, you need to
know the overall incidence of the disease in the population to which you belong. Assuming
these tests are applied to a population where the actual disease is found to be

0.5%, P(disease)= 0.005 which means P(healthy) = 0.995.

So, P(disease[+) = 0.95 * 0.005 /(0.95 * 0.005 + 0.05 * 0.995) = 0.088

In other words, despite the apparent reliability of the test, the probability that you actually
have the disease is still less than 9%. Getting a positive result increases the probability you
have the disease. But it is incorrect to interpret the 95 % test accuracy as the probability you
have the disease.



8.1. Hipotez Testi

Makine 6grenimi konusunda uzmanlasan herkes hipotez testinden bahsedildigini duyar.
Hipotez testi, istatistiksel kararlar vermede kullanilan istatistiksel bir yoéntemdir. Hipotez
Testi temel olarak poptilasyon parametresi hakkinda yaptigimiz bir varsayimdir.

Makine o6grenimi modelleri, genellikle k-kat g¢apraz dogrulama kullanilarak hesaplanan
ortalama performanslarina gore segilir.

En iyi ortalama performansa sahip algoritmanin, daha kotl ortalama performansa sahip
algoritmalardan daha iyi olmasi beklenir. Peki ya ortalama performanstaki fark istatistiksel
bir tesadiften kaynaklaniyorsa?

Coziim, herhangi iki algoritma arasindaki ortalama performans farkinin gercek olup
olmadigini degerlendirmek icin istatistiksel bir hipotez testi kullanmaktir.

Ortalama model performansina gére model segimi yapmak yaniltici olabilir. Bir hipotez testi,
hangi ifadenin 6rnek veriler tarafindan en iyi sekilde desteklendigini belirlemek igin bir
poptlasyon hakkinda birbirini dislayan iki ifadeyi degerlendirir. Bir bulgunun istatistiksel
olarak anlamli oldugunu séyledigimizde, bu bir hipotez testi sayesindedir.

Modele glivenmek ve tahminlerde bulunmak igin hipotez testi kullanilir. Modeli egitmek igin
ornek veriler kullanilacagl zaman, popilasyon hakkinda varsayimlarda bulunulur. Hipotez
testi yapilarak, bu varsayimlar istenen bir 6nem dizeyi i¢in dogrulanir.

Makine 6grenimi modelleri, genellikle k-kat ¢apraz dogrulama kullanilarak hesaplanan
ortalama performanslarina gore secilir. En iyi ortalama performansa sahip algoritmanin,
daha kot ortalama performansa sahip algoritmalardan daha iyi olmasi beklenir. Peki ya
ortalama performanstaki fark istatistiksel bir tesadiliften kaynaklaniyorsa? Coziim, herhangi
iki algoritma arasindaki ortalama performans farkinin gercek olup olmadigini
degerlendirmek icin istatistiksel bir hipotez testi kullanmaktir.

Model secimi, bir dizi farkh makine 6grenimi algoritmasini degerlendirmeyi veya islem
hatlarini modellemeyi ve performanslarina gore karsilastirmayi icerir. Performans metrigine
gore en iyi performansi elde eden model veya modelleme hatti, daha sonra yeni veriler
Uzerinde tahminler yapmaya baslamak icin kullanabilecek son model olarak segilir. Bu, klasik
makine 6grenimi algoritmalari ve derin 6grenme ile regresyon ve siniflandirma tahmine
dayali modelleme gorevleri icin gecerlidir.



Kusursuz olmasa da, istatistiksel hipotez testi, model se¢imi sirasinda hem yorumlamaya
hem de sonuglarin sunumuna olan giiveni artirabilir. istatistiksel hipotez testleri, makine
ogrenimi modellerini karsilastirmaya ve nihai bir model se¢meye yardimci olabilir.
istatistiksel hipotez testlerinin safca uygulanmasi yaniltici sonuglara yol acabilir. istatistiksel
testlerin dogru kullanimi zordur ve McNemar testini veya degistirilmis eslestirilmis Student t
testi ile 5x2 capraz dogrulamayi kullanmak igin bazi fikir birligi vardir.

Makine 06grenimi modellerini istatistiksel anlamlilik testleri araciligiyla karsilastirmak,
kullanilabilecek istatistiksel test tirlerini etkileyecek bazi beklentiler getirir; 6rnegin:

Beceri Tahmini: Model becerisinin belirli bir 6lglsi segilmelidir. Bu, kullanilabilecek testlerin
tirind sinirlayacak siniflandirma dogrulugu (bir oranti) veya ortalama mutlak hata (6zet
istatistik) olabilir.

Tekrarlanan Tahminler: istatistikleri hesaplamak icin bir beceri puani érnegi gereklidir.
Belirli bir modelin ayni veya farkl veriler lizerinde tekrarlanan egitimi ve test edilmesi,
kullanilabilecek test tirini etkileyecektir.

Tahminlerin Dagilimi: Beceri puani tahminleri 6rneginin dagilimi, belki Gauss ya da
olmayabilir. Bu, parametrik veya parametrik olmayan testlerin kullanilip kullanilamayacagini
belirleyecektir.

Merkezi Egilim: Model beceri genellikle, beceri puanlarinin dagihmina baglh olarak ortalama
veya medyan gibi bir 6zet istatistik kullanilarak agiklanacak ve karsilastirilacaktir. Test bunu
dogrudan hesaba katabilir veya almayabilir.

istatistiksel bir testin sonuglari genellikle bir test istatistigi ve bir p degeridir ve her ikisi de
modeller arasindaki farkin giiven veya anlamlilik diizeyini 6l¢mek igin sonuglarin sunumunda
yorumlanabilir ve kullanilabilir. Bu, istatistiksel hipotez testleri kullanmamaktan ziyade
model seciminin bir pargasi olarak daha gticli iddialarda bulunulmasina izin verir. Model
seciminin bir parcasi olarak istatistiksel hipotez testlerinin kullanilmasinin istendigi gtz
onine alindiginda, 6zel kullanim durumunuza uygun bir testi secilmelidir.

Regresyon modellerini ele alalim: Dogrusal bir regresyon modeli araciligiyla diiz bir cizgi
uyduruldugunda, dogrunun egimi ve kesisimi elde edilir. Bir lineer regresyon modelinde beta
katsayilarinin anlamli olup olmadigini dogrulamak icin hipotez testi kullanilir. Dogrusal
regresyon modeli her calistinldiginda, katsayinin anlamli olup olmadigl kontrol edilerek
dogrunun anlamli olup olmadigi test edilir.

Hipotez testi gerceklestirmek icin temel adimlar asagidaki gibidir:
e Bir hipotez formiile edilir.
e Onem diizeyi belirlenir.
e Testin tlrlnu belirlenir.
e Teste gore istatistik degerleri ve p degerleri hesaplanir.
e Karar verilir.



Hipotez testinin tiiriinii segimi:
Tahmin degiskenine gore test istatistigi tlirt secilir: nicel veya kategorik. Asagida nicel veriler
icin yaygin olarak kullanilan test istatistiklerinden birkagi verilmistir.

Tahmin Dagilhm tipi istenen Test Nitelikler
degiskeni tipi
Nicel Normal dagilim e Blyik numune boyutu
2~ Test e Bilinen populasyon standart sapmasi
Nicel T Dagilimi TTest o Ornek boyutu 30'dan az
¢ Popiilasyon standart sapmasi bilinmiyor
Nicel Pozitif carpik e 3 veya daha fazla degiskeni karsilastirmak
dagihm F-Test istediginizde
Nicel Negatif carpik e Bir hipotez testi gergeklestirmek icin 6zellik
dagilim NA dénisimi gerektirir
Kategorik NA Chi-Square e Bagimsizlik testi

test e Formda olmanin guzelligi

Z-istatistigi — Z Testi:

Ornek normal bir dagihm izlediginde Z-istatistigi kullanilir. Ortalama ve standart sapma gibi
popllasyon parametrelerine gore hesaplanir. Bir 6rneklem ortalamasini bir poplilasyon
ortalamasi ile karsilastirmak istedigimizde bir érnek Z testi kullanilir. iki drnegin ortalamasini
karsilastirmak istedigimizde iki 6rnek Z testi kullanilir.

T-istatistigi — T-Testi:

Ornek bir T dagilimini takip ettiginde ve popiilasyon parametreleri bilinmediginde T
istatistigi kullanilir. T dagilimi normal dagilima benzer, normal dagilimdan daha kisadir ve
daha diiz bir kuyruga sahiptir. Orneklem biyikligi 30'dan kiclikse ve popiilasyon
parametreleri bilinmiyorsa T dagilimini kullaniriz.

F-istatistigi — F testi:
Uc veya daha fazla grup iceren numuneler icin F Testini tercih ederiz. Birden fazla grup
Uzerinde t testi yapmak, Tip-1 hata olasiligini artirir. Bu gibi durumlarda ANOVA kullanilir.

Varyans analizi (ANOVA), (ic veya daha fazla grubun ortalamalarinin farkh olup olmadigini
belirleyebilir. ANOVA, araclarin esitligini istatistiksel olarak test etmek icin F-testlerini
kullanir.

F-istatistigi, veriler pozitif olarak c¢arpik oldugunda ve bir F dagilimini takip ettiginde
kullanilir. F dagilimlari her zaman pozitiftir ve saga ¢arpiktir.



F = Numune ortalamalari arasindaki varyasyon/numuneler icindeki varyasyon
Negatif carpik veriler icin 6zellik donlsimi yapmamiz gerekir

Ki-kare testi:
Kategorik degiskenler igin ki-kare testi yapiyor olacagiz.

iki tir ki-kare testi sunlardir:

Ki-kare bagimsizlik testi — iki kategorik degisken arasinda anlamli bir iliski olup olmadigini
belirlemek icin Ki-Kare testini kullaniriz.

Ki-kare Uyum iyiligi, 6rnek verilerin popilasyonu dogru bir sekilde temsil edip etmedigini
belirlememize yardimci olur.

Hipotezin temeli normallestirme ve standart normallestirmedir, tim hipotez bu 2 terimin
temeli etrafinda dénuyor.

Normal dagilim:

Bir degiskenin dagilimi normal bir egri - 6zel bir ¢can seklindeki egri - seklindeyse, bir
degiskenin normal olarak dagildigi veya normal bir dagilima sahip oldugu soylenir. Normal
dagilimin grafigi, asagidaki 6zelliklerin timine sahip olan normal egri olarak adlandirilir:
Ortalama, medyan ve mod.

X — ‘xmin

X — X

max min

new

Standartlastirilmis Normal Dagilim:
Standart normal dagilim, ortalamasi O ve standart sapmasi olan normal bir dagilimdir.

X— U
x”{“ﬁ‘ =

O



8.1.1. T-Testi

T- testi, gruplar arasindaki farklarin ne kadar 6nemli oldugunu size sdyler; Bagka bir deyisle,
bu farkhliklarin (araglarla 6lgillr) tesadifen meydana gelip gelemeyecegini size bildirir.

Cok basit bir 6rnek: Diyelim ki Gistittliinliz ve natlropatik bir ilag denediniz. Soguk alginliginiz
birka¢ glin surer. Bir daha nezle oldugunuzda, regetesiz satilan bir ilag¢ alirsiniz ve soguk
alginhgr bir hafta sirer. Arkadaslarinizi arastiriyorsunuz ve hepsi size homeopatik ilaci
aldiklarinda soguk alginliginin daha kisa strdigini (ortalama 3 giin) soyltyorlar. Gergekten
bilmek istediginiz sey, bu sonuclar tekrarlanabilir mi? Bir t testi, iki grubun ortalamalarini
karsilastirarak ve bu sonuglarin tesadifen olma olasiligini size bildirerek size soyleyebilir.

Baska bir ornek: Student T testleri, ortalamalari karsilastirmak icin gercek hayatta
kullanilabilir. Ornegin, bir ilag sirketi, yasam beklentisini iyilestirip iyilestirmedigini 6grenmek
icin yeni bir kanser ilacini test etmek isteyebilir. Bir deneyde her zaman bir kontrol grubu
(plasebo veya "seker hapi" verilen bir grup) vardir. Kontrol grubu ortalama +5 yillik bir yasam
beklentisi gosterebilirken, yeni ilaci alan grup +6 yillik bir yasam beklentisine sahip olabilir.
Gorlintse gore ilag ise yarayabilir. Ama bir ugultudan kaynaklaniyor olabilir. Bunu test etmek
icin arastirmacilar, sonuglarin tim popilasyon igin tekrarlanabilir olup olmadigini 6grenmek
icin bir Student t-testi kullanacaklardi.

T skoru, iki grup arasindaki fark ile gruplar arasindaki fark arasindaki orandir. t puani ne
kadar blytkse, gruplar arasindaki fark o kadar fazladir. t puani ne kadar kiiglikse, gruplar
arasindaki benzerlik o kadar fazladir. 3 t puani, gruplarin kendi i¢lerindekinden lg kat daha
farkli oldugu anlamina gelir. Bir t testi yaptiginizda, t degeri ne kadar blyilk olursa,
sonuclarin tekrarlanabilir olma olasiligi o kadar artar.

Blyuk bir t-skoru size gruplarin farkl oldugunu soyler.
Kiglk bir t-skoru size gruplarin benzer oldugunu soyler.

T-Degerleri ve P-degerleri

"Yeterince buylk" ne kadar blylk? Her t-degerinin onunla birlikte gidecek bir p-degeri
vardir. Bir p degeri, 6rnek verilerinizden elde edilen sonuclarin tesadiifen meydana gelme
olasihgidir. P degerleri %0 ila %100 arasindadir. Genellikle ondalik olarak yazilirlar. Ornegin,
%5'lik bir p degeri 0,05'tir. Dusik p degerleri iyidir; Verilerinizin tesadifen olusmadigini
belirtirler. Ornegin, .01'lik bir p degeri, bir deneyden elde edilen sonuglarin tesadiifen
meydana gelme olasiliginin yalnizca %1 oldugu anlamina gelir. Cogu durumda, verilerin
gecerli oldugu anlamina gelen 0,05 (%5) p degeri kabul edilir.



Add up all of the squared differen

Subject®# Score 1 |Score 2 K=Y -2
1 3 20 -17 289
2 3 13 -10 100
3 3 13 -10 100
4 12 20 -8 64
5 15 29 -14 196
B 16 32 -16 256
7 17 23 -6 36
8 19 20 -1 1
g 23 25 -2 4
10 24 15 g 81
11 32 30 2 4
SUM: 73 1131
(XD)/N
t=lez [((BD)?
T D)
-73711
t=[.... ((73)?
[ 1131 (—11 )
J (11-1)an)
-73111
= (5329
|1131 ( 11 )
y 110
=_ 2.74

Serbestlik derecelerini elde etmek igin 6érneklem boyutundan 1 ¢ikarin. 11 6gemiz var, yani
11-1=10.

Serbestlik derecelerini kullanarak t-tablosunda p degerini bulun. Belirtilen bir alfa seviyeniz
yoksa, 0,05 (%5) kullanin. Bu 6rnek problem icin, df = 10 ile t degeri 2.228'dir.

(2.228) t-tablo degerinizi hesapladiginiz t-degeriniz (-2.74) ile karsilastirin. Hesaplanan t
degeri, .05'lik bir alfa diizeyinde tablo degerinden daha biyuktir. p degeri, alfa seviyesinden
kliclktir: p <.05. Ortalamalar arasinda bir fark olmadigi sifir hipotezini reddedebiliriz.



8.1.2. Chi-Square Bagimsizlik Testi

iki kategorik degiskenin bagimsizigi testi Chi-kare bagimsizlik testi kullanilarak
gergeklestirilir.

r = satir sayisi, ¢ = slitun sayisi olmak Uizere r x ¢ beklenmedik durum tablosu olarak da
adlandirilan iki yonli bir tabloda iki kategorik degisken ozetleyebilir. ilgilenilen soru “iki
degisken bagimsiz mi?”

Sifir hipotezi: iki kategorik degisken bagimsizdir
Alternatif hipotez: iki kategorik degisken bagimlidir

Chi-Kare Testi istatistik
r (o]
¥ — Z Z (0ij — Eij)*

i=1j=1

Burada O, gozlemlenen frekansi temsil eder. E, sifir hipotezi altinda beklenen frekanstir ve
su sekilde hesaplanir:

£ (Satir Toplami) * (Sttun Toplamt)

Ornek Boyutu

Serbestlik derecesi = (r - 1) (c - 1) olan X2 kritik degeriyle test istatistiginin degeri,
karsilastirilir ve eger X2 > X2 varsa bos hipotez reddedilir.

Ornek:

Cinsiyet egitim seviyesinden bagimsiz midir? Rastgele 395 kisiden olusan bir drneklemle
anket yapildi ve her bir kisiden aldiklari en yiksek egitim diizeyini bildirmeleri istendi. Anket
sonucunda elde edilen veriler asagidaki tabloda 6zetlenmistir:

High School Bachelors Masters Ph.d. Total

Female 60 54 46 41 201
Male 40 44 53 57 194
Total 100 98 99 98 395

Cinsiyet ve egitim dlizeyi %5 onem dizeyinde bagimli mi? Baska bir deyisle, yukarida
toplanan verilere goére, bireyin cinsiyeti ile almis oldugu egitim diizeyi arasinda bir iliski var
midir?



iste beklenen sayilarin tablosu:

60 icin beklenen deger i¢in E= (201*100)/395=50.886
54 icin beklenen deger igin E= (201*98)/395=49.868
46 icin beklenen deger icin E= (201*99)/395=50.377
41 icin beklenen deger igin E= (201*98)/395=49.868

40 icin beklenen deger i¢in E= (194*100)/395=49.114
44 icin beklenen deger igin E= (194*98)/395=48.132
53 icin beklenen deger icin E= (194*99)/395=48.623
57 icin beklenen deger icin E= (194*98)/395=48.132

High School Bachelors Masters Ph.d. Total

Female 50.886 49.868 50.377 49.868 201
Male 49.114 48.132 48.623 48.132 194
Total 100 98 99 98 395
60 — 50.886)> 57 — 48.132)?
X% = ( ) ( ) = 8.006
50.886 48.132

Serbestlik derecesi = (r - 1) (c - 1) olan X2 kritik degeriyle test istatistiginin degeri, X2
karsilastirilir ve eger X2 > X2 varsa bos hipotez reddedilir.

Serbestlik derecesi = (r-1) (c-1) = (4-1)(2-1)=3
Talodan 3 serbestlik dereceli kritik degeri 7.815'tir. 8.006 > 7.815 oldugundan, sifir hipotezini

reddedilir ve egitim diizeyinin %5 anlamlilik dizeyinde cinsiyete bagh oldugu sonucuna
varilir.



Percentage Points of the Chi-Square Distribution

Degrees of Probability of a larger value of x 8
Freedom 0.99 0.95 0.90 0.75 0.50 0.25 0.10 0.05 0.01
1 0.000 0.004 0.016 0.102 0.455 132 271 3.84 6.63
0.020 0.103 0.211 0.575 1.386 2.77 461 5.99 9.21
3 0.115 0.352 0.584 1.212 2.366 4.11 6.25 7.81 11.34
4 0.297 0.711 1.064 1.923 3.357 5.39 7.78 9,49 13.28
5 0.554 1.145 1.610 2.675 4.351 6.63 9.24 11.07 15.09
6 0.872 1.635 2.204 3.455 5.348 7.84 10.64 12.59 16.81
7 1.239 2.167 2.833 4.255 6.346 9.04 12.02 14.07 18.48
8 1.647 2733 3.490 5.071 7.344 10.22 13.36 15.51 20.09
9 2.088 3.325 4.168 5.899 8.343 11.39 14.68 16.92 21.67
10 2.558 3.940 4.865 6.737 9.342 12.55 15.99 18.31 23.21
11 3.053 4.575 5.578 7.584 10.341 13.70 17.28 19.68 24.72
12 3.571 5.226 6.304 8.438 11.340 14.85 18.55 21.03 26.22
13 4.107 5.892 7.042 9.299 12.340 15.98 19.81 22.36 27.69
14 4.660 6.571 7.790 10.165  13.339 17.12 21.06 23.68 29.14
15 5.229 7.261 8.547 11.037 14339 18.25 22.31 25.00 30.58
16 5.812 7.962 9.312 11912  15.338 19.37 23.54 26.30 32.00
17 6.408 8.672 10.085  12.792  16.338 20.49 24.77 27.59 33.41
18 7.015 9.390 10.865 13675  17.338 21.60 25.99 28.87 34.80
19 7.633 10.117 11651 14562  18.338 22.72 27.20 30.14 36.19
20 8.260 10.851  12.443 15452  19.337 23.83 28.41 31.41 37.57
22 9.542 12338  14.041 17.240  21.337 26.04 30.81 33.92 40.29
24 10.856  13.848  15.659  19.037  23.337 28.24 33.20 36.42 42.98
26 12,198 15379  17.292  20.843  25.336 30.43 35.56 38.89 45.64
28 13.565 16928 18939 22657  27.336 32.62 37.92 41.34 48.28
30 14953 18493  20.599 24.478  29.336 34.80 40.26 43.77 50.89
40 22164 26509  29.051 33660  39.335 45.62 51.80 55.76 63.69
50 27.707 34764  37.689 42942  49.335 56.33 63.17 67.50 76.15
60 37485 43188 46459 52.294  59.335 66.98 74.40 79.08 88.38

Ornek:
Bir Gniversitenin bilgisayar mihendisliginde okuyan 6grencilerin cinsiyetleri ders seciminden
bagimsiz midir?

Bilgisayar Yapay Zeka Sinyallerve Gomdula Quantum  Toplam
Organizasyonu Sistemler  Sistemler  Hesaplama
Erkek Ogrenci 25 10 20 15 10 80
Kiz Ogrenci 10 5 10 5 5 35
Toplam 35 15 30 20 15 115

Beklenen sayilarin tablosu:

Bilgisayar Yapay Zeka Sinyallerve Go6muli Quantum  Toplam
Organizasyonu Sistemler  Sistemler  Hesaplama
Erkek Ogrenci 24.35 10.43 20.87 13.91 10.43 80.00
Kiz Ogrenci 10.65 4.57 9.13 6.09 4.57 35.00

Toplam 35.00 15.00 30.00 20.00 15.00 115.00



X% =0.57

Serbestlik derecesi = (r-1) (c-1) = (2-1)(5-1)=4
%5 anlamlilik diizeyinde 4 serbestlik dereceli kritik degeri, tablodan, X2 = 9.49'ur.

X? karsilastirilir ve eger X2 < X2 varsa bos hipotez ret edilmez.



8.1.3. Gli¢ Analizi

Verilerden hesaplanan p-degerinin 0.12 oldugu bir arastirma deneyi diisiinlin. Sonug olarak,
bu p degeri a= 0,05'ten biyilk oldugu icin bos hipotez reddedilemez. Bununla birlikte, sifir
hipotezini reddedemedigimiz iki olasi durum vardir:

1) sifir hipotezi makul bir sonugtur,
2) orneklem boyutu, sifir hipotezini kabul edecek veya reddedecek kadar buyik degil,
yani ek ornekler ek kanit saglayabilir.

Glcg analizi, arastirmacilarin, testin makul bir sonuca varmak icin yeterli glici icerip
icermedigini belirlemek igin kullanabilecekleri prosediirdiir. Bagka bir perspektiften, belirli
bir glic seviyesine ulagmak igin gereken numune sayisini hesaplamak icin glg¢ analizi de
kullanilabilir.

Ornek:

X, rastgele bir Gniversite 6grencisinin boyunu gostersin. X'in bilinmeyen ortalama degeri u ve
standart sapmasi 9 ile normal olarak dagildigini varsayin. n = 25 6grenciden rastgele bir
ornek alin, boylece a=0.05 durumunda I. Tip hata yapma olasiligini ayarladiktan sonra sifir
hipotezini Ho, u=170 degerini alternatif hipoteze Ha, u>175 karsi test edebiliriz.

Gercek poplilasyon ortalamasi u=175 ise, hipotez testinin glicli nedir?

z — p

o/

:HT_,_,(L)
va,

9
= 170 + 1.645 ( )
D

21

2
2

= 172.961

Bu nedenle, gozlemlenen 6rnek ortalamasi 172.961 veya daha blylk oldugunda bos
hipotezi reddetmeliyiz:



Power = P(Z > 172.961 when yu = 175)
=) L (4
_p [, 172961175
9/+/25
= P(z > —1.133)
= 0.8713

and illustrated below:

Power = 0.871

p=170 172.961 p=175

Ozetle, gercek bilinmeyen popiilasyon ortalamasi gergekte ise, Ha, u>175 alternatif hipotez
lehine Ho, u=170 sifir hipotezini reddetme sansimizin %87,13 oldugu belirlenir.

Numune Boyutu Boliimiiniin Hesaplanmasi
Orneklem biiyiikliigi sabitse, Tip | o hatasinin azaltilmasi Tip Il B hatasini da artiracaktir. Her
ikisinin de azalmasi isteniyorsa, 6rneklem blyUkIGgU artiriimalidir.

Belirtilen a, B, W, degerleri icin gereken en kiicik 6rnek boyutunu hesaplamak icin, pa, gici
degerlendirmek istediginiz u'nin olasi degeridir.

Tek Kuyruklu Test i¢in Ornek Boyutu:

"Tz[zrt T Zﬁ]j
[p’D - P—"&}Q

=



iki Kuyruklu Test icin Ornek Boyutu:

gz(zu}fl’ + Zﬁjz
(P’D - f-f'a}g

n =

Ornek:
X, rastgele bir Universite 6grencisinin boyunu goéstersin. X'in bilinmeyen p ortalama ve
standart sapma 9 ile normal olarak dagildigini varsayin.

a=0.05 durumunda . sifir hipotezi Ho, u=170 degerini alternatif hipoteze Ha, u>175 karsi
test edebiliriz. u = 175 alternatifinde 0.90 giice ulagsmak igin gerekli olan numune boyutunu

n bulun.
“E(Za + Zﬁ}z
n =
l:j_f.-[] - ;u'a)g
 9%(1.645 + 1.28)°
(170 — 175)2
= 27.72
n = 28

Ozetle, veriler sifir hipotezinin reddedilemeyecegini gésterdiginde dogru kararin
verebilebilmesi i¢in gli¢ analizinin ne kadar 6énemli oldugu goérilmelidir. Ayrica, arastirmanin
ihtiyaclarini karsilayan bir farki tespit etmek igin gereken minimum 6rnek boyutunu
hesaplamak icin gli¢ analizinin nasil kullanilabilecegi de gorilmelidir.



8.2. Markov Zinciri

Markov Zincirleri, zamana bagl, uzaya bagli stokastik stire¢leri modellemek i¢in basit ve ¢ok
kullanisli araglardan biridir. Finans (hisse fiyati hareketi), satislar (satis miktari bilgisi), NLP
algoritmalari (sonlu durum donustiriciler, POS Etiketleme icin Gizli Markov Modeli), hava
durumu tahmini vb. gibi birgok alan, tahminlerini kolay ve dogru bir sekilde yapmak igin
Markov zincirini kullanir.

Markov zinciri, gelecegin ge¢cmise bagli olmadigi, simdiye bagh oldugu bir stokastik sliregler
sinifini temsil eder. Bir stokastik slirec, eger siirec gelecegi isleyecek olan Markovyen
Ozelliklerden olusuyorsa, Markov zinciri olarak diistiintlebilir. Simdiki durum ve gegmis
surecgten bagimsiz bilgilere ihtiyacimiz var.

Xn durumunun n zamanda kaydedildigi bir durumu distnin. n+1 anindaki gelecek durum, n
anindaki duruma baglidir. n zamaninda vaka sayisinin Xn oldugu ve n+1 zamaninda vaka
sayisinin Xn+1 oldugu korona vakalarina bir 6rnek verelim. Dolayisiyla, Markov zinciri
tanimini izliyorsak, n+1 zamanindaki vakalarin sayisi, n zamanindaki vakalarin sayisina bagh
olacaktir (Xn+1, Xn'ye bagli olacaktir), ge¢cmiste {Xn-1, Xn olan vakalarin sayisina bagh
olacaktir. -2, ..., X0}. Markov zincirini anlamak icin temelde Markov zinciri kavrami
tarafindan kullanilan bazi terimleri anlamamiz gerekebilir. Bu terimler asagida agiklanmistir.

Durum uzayi:

Markov zinciri igin durum uzayi S = {1,2,3....., n} oldugunda S ile verilebilirse, slirecin durumu
Xn degeri ile verilebilir. Ornegin, Xn = 8 ise, siirecin durumu 8'dir. Dolayisiyla, herhangi bir n
aninda, slirecin Xn degeri tarafindan verildigi durumu séyleyebiliriz.

Ornegin, bir 6grenci sinifinda, eski basarisiz kaydi olan dgrencilerin basarisiz olarak nihai bir
sonucg gelistirme olasiligi daha yiksektir ve 6nceki sinavda daha distik not alan 6grencilerin
sonucu basarisiz olarak alma olasiligi daha yiksektir. Dolayisiyla bu durumda, eski basarisiz
kaydi olan 6grencilerin sinavdan kalma sanslarinin daha ytksek, notu distik olan
ogrencilerin ise daha dislik oldugunu soyleyebiliriz. Bu senaryoda iki durumumuz var: daha
dustk sans ve daha yiksek sans. Ve S={1,2}.

Yériinge:
Markov zincirinin yoriingesi, stokastik stirecin basindan beri var oldugu durumlarin sirasi
olarak dusundlebilir.

Yani yoriinge degerlerini s0,s1,s2....... sn olarak gosterebilirsek, durum X0=s0, X1 =
sl......Xn=sn olarak degerler alacaktir.



Gegis olasihgi

Markov zincirleri belirli bir zamanda kayitsiz durumlar olamaz, ancak zamanla durumlarini
degistirebilirler. Durumdaki degisiklik, durum gegisi olarak adlandirilabilir. Yukarida verilen
ornekten, 6rnegin Markov zinciri ya daha distk ya da daha yiksek sansa sahip olabilir.

0.7 higher
chances

higher
chances

Y

lower chances

0.3

state 1

Y

state 2

Yukaridaki resim, durumlarin gecisinin bir temsilidir. Durum 1'de zincir, devam etmekte olan
sinavin basarisizlik sansinin daha yiiksek oldugu durumda oldugunu séyleyebiliriz. Bir sonraki
sinavin basarisizlik sansi daha yiiksek olan bir duruma girme olasiligi 0.7'dir ve durumun
daha disiik sansa gegcme olasiligi 0.3'tiir. Ogrencilerin mevcut sinavdan baska bir sinava
daha disuk sans durumuna ge¢me olasiligi 0,3'tdr.

Sistemin daha diislik sans durumunda oldugunu ve benzer bir gecis diyagraminin gizildigini
varsayalim. Burada gecis olasiliklari 0.85 ve 0.15'tir. Her iki diyagrami da kullanarak tam bir
sureg gizebiliriz.

0.7 higher
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lower chances

lower chances lower chances

\i

0.3
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Y



Yukaridaki goriintli, Durum 1'den Durum 2'ye Birlesik-durum gegis diyagraminin bir
temsilidir. Bir zaman ornegi icin, bu suregler geriye dogru gidemezler, ancak bir sonraki
zaman orneginde geriye gidebilirler.

Durum gegis matrisi
Tum gegis olasiliklarinin matrisine gegis matrisi denir. Satirlarin baslangi¢ noktasi ve
sutunlarin bitis noktasi oldugu yer.

lower higher
chances chances
2 '
lower chances 0.15 0.85
< >
higher chances 0.3 0.7
9 o

Yukaridaki matris, verilen érnegin gegis matrisinin bir temsilidir. sirecin diistk sans
durumundan dustk riske gecisi 0.15 olasiliga sahiptir. Diistk riskten yilksek sansa gecisin
olasilig 0.85'tir.

Markov Zinciri Kullanarak Tahmin

Markov zinciri, gelecekteki deger icin tahminler yapmak icin cok glicli bir aractir. Cesitli
faydali icgoriler sagladigindan, i¢cgorileri anlamak icin gecis olasiliklarini, gegis matrisini,
durum uzayini ve yoriingeyi bilmek ¢ok gerekli hale gelir.

0.85 higher
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0.15
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Y
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Ayrica sure¢ hakkinda on bilgi sahibi olunmasi gereken temel seylerden biri de siirecin
baslangi¢ durumudur. Tahmin sirecini agiklamak i¢in, birkag degisikligin uygulandigi
yukaridaki 6grenci basarisizlik sansi 6rnegine bir goz atalim.

ilk Durum ve Tek Adimh Tahmin
Bu sefer bir miihendislik sinavi ve gézlem su ki, 6grenciler ilk yil matematik sinavlarinda
basarisiz olurlarsa, temel derslerinde Ui¢ kez basarisiz olurlar ve ilk yiIl matematigi gecerlerse,

cekirdek derslerini gegme olasiliklari daha yiiksektir. dort kez konu sinavi. Yani 6rnegin gegis
matrisi

fail pass
4 N
fail 0.75 0.25
< ~
pass 0.2 0.8
™ o

Surecin ilk hali su sekilde olacaktir:

Yukaridaki baslangic durumundan, 6grencilerin sadece baslangic durumu ve gecis matrisini
carparak cekirdek konuyu gecme olasiligi seklinde bir gelecek tahmini yapabiliriz.

Verilen 6rnek i¢in bir sonraki adim i¢in tahmin olacaktir.

0.2 0.8 031 069



Yukaridaki sezgiden yola gikarak, ilk durumdan sonraki ilk durum icin tahminin asagidaki
formiille verilebilecegini sdyleyebiliriz.

ilk Durum X Gegis Matrisi = Tahmin

Uzun Dénem Olasihk

Uzun dénem olasihgi, kararli durum olasiligi olarak kabul edilebilir. Clinki prosedirdeki bir
durum kararh oldugunda kararli durum olasiligini hesaplayabiliriz. Burada Markov zincirinde,
eger ilk agsama kararli ise, yani bir kez sabit hale geldiginde, kararli durum olasiligini
hesaplayabiliriz.

Diyelim ki VO ilk durum olasilik vektorl ve T gegis matrisi, yani tek seferlik adim tahmini su
sekilde gosterilebilir:

V1=VOxT

Burada dikkate deger ve ¢ok basit bir matematik olan bir sey, bir vektordeki vektor ve
matrisin nokta carpimidir ve bu sezgiyle, bir kerelik adimi tahmin etme siirecinde tekrar bir
vektorle karsilastigimizi sdyleyebiliriz. baslangic durumu olarak kabul edilir. Veya daha resmi
olarak gelecekte tahmin edilen her bir tek seferlik adimin yalnizca bir sonraki adimindan
sorumlu olacagini séylemek.

Dolayisiyla, ikinci adimi tahmin etmek istiyorsak, tahmin formll su sekilde olacaktir:
V2=V1xT

Ve burada bir adimin tahmininden V1'in degerini biliyoruz. V1 degerini koyarak
V2=(VOXT)x T

V2 =V0xT"2

Benzer sekilde, ticlincl adim icin tahmin su sekilde olacaktir:

V3 =V2 xT = (VO x TA2)xT

V3=VOxT"3



Bu nedenle, n'inci zaman adimi tahmininden bahsederken, tahmin asagidaki formiille
hesaplanabilir.

Vn =Vn-1xT=VO0 xT"n

Dolayisiyla, yukarida verilen yinelemeli slireg, uzun sireglerin gelecekteki durum olasiliginin
tahmininde bu sekilde yardimci olur. Burada uzun dénem olasilik su sekilde yazilabilir:

Voo = V0 x Theo,

Yukaridaki uzun dénem olasilik formiliinden, gecis matrisi tarafindan yapilan higbir carpma
miktarinin uzun dénem olasilik vektériinde degisikliklere yol agmadigini soyleyebiliriz.

Markov Zincirinin Avantajlari
e Yukarida gordiigiimuz gibi, Markov zincirini ardisik bir veriden tiiretmek ¢ok kolaydir.
e Dinamik degisim mekanizmasinin derinliklerine dalmamiza gerek yok.
e Markov zinciri ¢ok anlayish. Herhangi bir slirecin eksik oldugumuz alanini sdyleyebilir
ve ayrica iyilegstirmeye gore degisiklikler yapabiliriz.
e Cok dislik veya mitevazi hesaplama gereksinimleri, sistemin herhangi bir boyutu
tarafindan kolayca hesaplanabilir.

Markov Zincirinin Uygulanmasi

Markov zincirleri, hava durumu, sicaklik, satis vb. her tirli tahminde bulunabilen tahmin igin
kullanilabilir. Bu, misteri davranisini tahmin etmek i¢in kullanilabilir. Bildigimiz gibi, siral
verilerle iyidir, bu nedenle POS etiketleme gibi bircok NLP problem ¢ozimdi ile
birlestirilebilir. Marka sadakati ve tiiketici davranisi analiz edilebilir.

Oyun alaninda sans oyununda ¢esitli modeller gelistirilebilir.

Gorildigu gibi, Markov zinciri kavramini anlamak ve hesaplamak zor degil, bu nedenle her
boyutta hesaplama icin de ¢ok kolay oldugunu sdyleyebiliriz. Markov zincirinin kolayhgi ve
dogrulugu nedeniyle daha bircok kullanim alani olabilir, cok popiiler bir arastirma konusu
haline gelmistir.



9. Standardization and Normalization

standardization,
normalization,
regularization,
normalization

Four common normalization techniques may be useful:
e scaling to arange

e clipping
o |ogscaling
e z-score

Normallestirme, verilerinizin dagiliminin bir Gauss dagilimini takip etmedigini bildiginiz zaman
kullanmak icin iyidir. Bu, K-En Yakin Komsular ve Sinir Aglari gibi herhangi bir veri dagilimini
varsaymayan algoritmalarda faydali olabilir.

Ote yandan standardizasyon, verilerin Gauss dagilimini takip ettigi durumlarda yardimci olabilir.
Ancak, bu mutlaka dogru olmak zorunda degildir. Ayrica, normallestirmeden farkli olarak
standardizasyonun sinirlayici bir araligi yoktur. Bu nedenle, verilerinizde aykiri degerler olsa bile
bunlar standardizasyondan etkilenmeyecektir.

Ancak giinin sonunda, normallestirme veya standardizasyon kullanma secimi, probleminize ve
kullandiginiz makine 6grenme algoritmasina bagh olacaktir. Verilerinizi ne zaman normallestirmeniz
veya standartlastirmaniz gerektigini size sdyleyecek kesin ve hizl bir kural yoktur. Her zaman
modelinizi ham, normallestirilmis ve standartlastirilmis verilere uydurarak baslayabilir ve en iyi
sonuglar i¢in performansi karsilastirabilirsiniz.

Olgekleyiciyi egitim verilerine sigdirmak ve ardindan test verilerini dénustiirmek icin kullanmak iyi bir
uygulamadir. Bu, model test siireci sirasinda herhangi bir veri sizintisini 6nleyecektir. Ayrica, hedef
degerlerin 6lceklendirilmesi genellikle gerekli degildir.

Giris veri setinin Ozellikleri, araliklari arasinda biyiik farkhlklara sahip oldugunda veya basitge farkli
Olcim birimlerinde olculdtginde (6rnegin, Pound, Metre, Miles... vb.)

Baslangi¢ 6zelliklerinin araliklarindaki bu farkliliklar, bircok makine 6grenimi modelinde sorunlara
neden olur. Ornegin, mesafe hesaplamasina dayal modeller icin, 6zelliklerden biri genis bir deger
araligina sahipse, mesafe bu 6zel 6zellik tarafindan yonetilecektir.

Bunu bir 6rnekle agiklamak gerekirse: Diyelim ki sirasiyla [1 ila 2] Metre ve [10 ila 200] Pound
arasinda degisen Metre cinsinden Yiikseklik ve Pound cinsinden Agirlik olmak lizere iki 6zellige sahip
2 boyutlu bir veri setimiz var. Bu veri setinde hangi mesafe tabanli modeli uygularsaniz uygulayin,
Agirlik 6zelligi Yikseklik 6zelligine hakim olacak ve Yiikseklige gore daha biiylk degerlere sahip
oldugu icin mesafe hesaplamasina daha fazla katkisi olacaktir. Bu nedenle, bu sorunu énlemek igin,
standartlastirma kullanarak 6zellikleri karsilastirilabilir 6lceklere doniistiirmek ¢ézimddr.



Scaling to a range:

Recall from MLCC that scaling means converting floating-point feature values from their
natural range (for example, 100 to 900) into a standard range—usually 0 and 1 (or
sometimes -1 to +1). Use the following simple formula to scale to a range:

X'=(x-xmin)/(xmax-xmin)

Scaling to a range is a good choice when both of the following conditions are met:
¢ You know the approximate upper and lower bounds on your data with few or no
outliers.
e Your data is approximately uniformly distributed across that range.

A good example is age. Most age values falls between 0 and 90, and every part of the range
has a substantial number of people.

In contrast, you would not use scaling on income, because only a few people have very high
incomes. The upper bound of the linear scale for income would be very high, and most
people would be squeezed into a small part of the scale.

Bir araliga dlgekleme:

Olceklemenin, kayan nokta dzellik degerlerini dogal araliklarindan (6rnegin, 100 ila 900)
standart bir araliga - genellikle O ve 1 (veya bazen -1 ila +1) donlstiirmek anlamina geldigini
hatirlayin. Bir araliga olgeklendirmek igin asagidaki basit formula kullanilir:

p .
r = (m Lrnin J-’f (mnm:ﬂ i:?niﬂ)
Bir araliga olgekleme, asagidaki kosullarin her ikisi de karsilandiginda iyi bir segimdir:
e (Cok az veya hig aykiri deger olmadan verilerinizdeki yaklasik (st ve alt sinirlari
bilirsiniz.
e Verileriniz bu aralikta yaklasik olarak esit olarak dagitilir.

Iyi bir 6rnek yastir. Cogu yas degeri 0 ile 90 arasindadir ve araligin her bélimiinde énemli
sayida insan bulunur.

Buna karsilik, gelir izerinde 6lceklendirmeyi kullanmazsiniz, ¢linkd yalnizca birkag kisi cok
ylksek gelire sahiptir. Dogrusal gelir 6lgeginin Ust siniri cok yiiksek olacaktir ve ¢ogu insan
Olcegin kiicuk bir kismina sikistirilacaktir.


https://developers.google.com/machine-learning/crash-course/representation/cleaning-data
https://developers.google.com/machine-learning/glossary#scaling

Feature Clipping:

Same feature, capped to a max of 4.0
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if x > max, then x' = max. if x < min, then x' = min
Log Scaling:
Log scaling computes the log of your values to compress a wide range to a narrow range.

x'=log(x)

Log scaling is helpful when a handful of your values have many points, while most other
values have few points. This data distribution is known as the power law distribution. Movie
ratings are a good example. In the chart below, most movies have very few ratings (the data
in the tail), while a few have lots of ratings (the data in the head). Log scaling changes the
distribution, helping to improve linear model performance.

Ratings per movie Log ratings per movie

Z-Score:
Z-score is a variation of scaling that represents the number of standard deviations away
from the mean. You would use z-score to ensure your feature distributions have mean =0



and std = 1. It’s useful when there are a few outliers, but not so extreme that you need
clipping.

The formula for calculating the z-score of a point, x, is as follows:

x'=(x-u)/o

Note: u is the mean and o is the standard deviation.

price (raw feature) normalized (z-score)
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Standard Normalization

The most commonly applied type of normalization transforms all features to have a mean 0
and standard deviation of 1.

In machine learning, we usually operate under the assumption that features are distributed
according to a Gaussian distribution. The standard Gaussian bell curve, also known as the
standard normal distribution, has a mean of 0 and a standard deviation of 1.

Setting the mean to 0 is achieved by calculating the current mean for each variable x (each
of which has n entries).

Iy
n

=

¢

Then you subsequently subtract the mean from each variable x to obtain your rescaled x
with a new mean of 0.

=T — U

Next, you need to calculate the standard deviation.



Note that since the mean is already zero, we do not need to subtract the standard deviation
anymore.Lastly, you divide your variables (features) by the standard deviation. If you have a
background in statistics, you might recognize that this process is equivalent to calculating z

scores that are commonly used for constructing confidence intervals.

It is, therefore, sometimes referred to as z-score normalization.

Z-skoru, verileri standartlastirmanin en popiler ydontemlerinden biridir ve her 6zelligin her degeri
icin ortalamanin g¢ikarilmasi ve standart sapmaya bolinmesiyle yapilabilir.

value — mean

= .
standard deviation

Standardizasyon yapildiktan sonra, tim 6zelliklerin ortalamasi sifir, standart sapmasi bir ve

dolayisiyla ayni dlgege sahip olacaktir.

Ozellik Kirpma

Veri kiimeniz asiri u¢ degerler iceriyorsa, belirli bir degerin Gzerindeki (veya altindaki) tim
dzellik degerlerini sabit bir degerle sinirlayan 6zellik kirpmayi deneyebilirsiniz. Ornegin, 40'in
Uzerindeki tiim sicaklik degerlerini tam olarak 40 olacak sekilde kirpabilirsiniz.

Ozellik kirpmayi diger normallestirmelerden énce veya sonra uygulayabilirsiniz.

Normalization

. Formula When to Use
Technique

Linear Scaling When the feature is more-or-less uniformly distributed across

1]
r = {:r - :cm-v,_)/[:cm;,, - a:m.m) a fixed range.
Clipping if ¥ = max, then x" = max. if x < min, then " = When the feature contains some extreme outliers.
min
Log Scaling ¥ = log(x) When the feature conforms to the power law.
Z-score K={x-y/a When the feature distribution does not contain extreme
outliers.

The most commonly applied type of normalization transforms all features to have a mean 0
and standard deviation of 1.



In machine learning, we usually operate under the assumption that features are distributed
according to a Gaussian distribution. The standard Gaussian bell curve, also known as the
standard normal distribution, has a mean of 0 and a standard deviation of 1.

Setting the mean to 0 is achieved by calculating the current mean for each variable x (each
of which has n entries).

Then you subsequently subtract the mean from each variable x to obtain your rescaled x
with a new mean of 0.

Next, you need to calculate the standard deviation.

Note that since the mean is already zero, we do not need to subtract the standard deviation
anymore.
Lastly, you divide your variables (features) by the standard deviation.

If you have a background in statistics, you might recognize that this process is equivalent to
calculating z scores that are commonly used for constructing confidence intervals.

It is, therefore, sometimes referred to as z-score normalization.



10. Information Theory

Arastirmacilar, 1900'lerin basindan beri bilgiyi nicellestirme tizerine kafa yordular ve 1948'de
Claude Shannon, "A Mathematical Theory of Communication" adli olaganusti bir makale
yayinladi. Bu makale Bilgi Teorisi alanini dogurdu. Bilgi Teorisi, tanim olarak, bilginin
nicelenmesi, depolanmasi ve iletisiminin incelenmesidir. Ama bundan ¢ok daha fazlasi.
istatistiksel Fizik, Bilgisayar Bilimleri, Ekonomi vb. Alanlara dnemli katkilar saglamistir.

Shannon'in makalesinin ana odak noktasi, makaleyi yayinladiginda Bell Laboratuvarlarinda
calistigi icin genel iletisim sistemiydi. Bilgi entropisi ve fazlalik gibi birkag dGnemli kavram
olusturdu. Giinimuzde temel temelleri kayipsiz veri sikistirma, kayiph veri sikistirma ve kanal
kodlama alanlarinda uygulanmaktadir.

Bilgi Teorisinde kullanilan teknikler dogasi geregi olasiliklidir ve genellikle 2 spesifik nicelik ile
ilgilenir, yani. Entropi ve Karsilikh Bilgi. Bu iki terime daha derin bir dalis yapalim.

Shannon Entropy (or just Entropy)

Entropy is the measure of uncertainty of a random variable or the amount of information
required to describe a variable. Suppose x is a discrete random variable, and it can take any
value defined in the set, x. Let’s assume the set is finite in this scenario. The probability
distribution for x will be p(x) = Pr{x = x}, x € x. With this in mind, entropy can be defined as

H(X)=—) p(x)logp(x).

xeX

Entropy

The unit of entropy is bit. If you observe the formula, entropy is entirely dependent on
the probability of the random variable and not on the value of x itself. There is a negative
sign in front of the formula, making it perpetually positive or 0. If entropy is 0, there is no
new information to be gained. | will demonstrate the implementation of this formula
through an example.

Consider the scenario of a coin toss. There are two probable outcomes, heads or tails, with
equal probabilities. If we quantify that, x € {heads,tails}, and p(heads) = 0.5 and p(tails) =
0.5. If we plug in these values in the formula:

H(x) = _[(p(xheads) * log(p(xheads))) + (p(xtails) * log(p(xtails)))]
= —[(0.5 xlog,0.5) + (0.5 * log,0.5)] = —[(=0.5) + (—=0.5)] = 1



Calculating Entropy in a coin toss event

Therefore, entropy is 1 bit, i.e., the coin toss's outcome can be expressed completely in 1
bit. So, to intuitively express Shannon entropy's concept, it is understood as “how long does
a message need to be to convey its value completely”. | want to dive a little deeper and
discuss the concepts of Joint Entropy, Conditional Entropy and Relative Entropy.

Joint and Conditional Entropy

Previously, | defined Entropy for a single random variable, but now | will extend it to a pair
of random variables. It is a simple aggregation as we can define the pair of variables (X, Y) as
a single vector-valued random variable.

The joint entropy H(X, Y) of a pair of discrete random variables (X, Y) with a joint
distribution p(x, y) is defined as

H(X.Y) =~ > p.ylogp.y)
xekX ye)y

Joint Entropy
This can also be represented in terms of expected value.

H(X,Y)=—FElog p(X,Y)

Joint Entropy (Expected Value form)
Similarly, for conditional entropy, H(Y|X) is defined as:

H(Y|X) =Y p(x)H(Y|X =x)

xeX

Conditional Entropy

Intuitively, this is the average of the entropy of Y given X over all possible values of X.
Considering the fact that (X, Y) ~ p(x, y), the conditional entropy can also be expressed in
terms of expected value.

H(Y|X) =—FElog p(Y[X).

Conditional Entropy (Expected Value form)

Let’s try an example to understand Conditional Entropy better. Consider a study where
subjects were asked:

) if they smoked, drank or didn’t do either.

1) if they had any form of cancer


https://en.wikipedia.org/wiki/Expected_value

Now, | will represent these questions' response as two different discrete variables belonging

to a joint distribution.

Activity Cancer
Smoking Yes
Smoking Yes
Smoking Yes
Alcohol No
Neither Yes
Alcohol Yes
Alcohol Yes
Smoking No
Alcohol Yes
Neither No
Data Table

On the left, you can see the data table where 10 subjects answered the questions. We have
three different possibilities for the variable Activity (I will call it X). The second column
represents whether the subject has/had cancer (variable Y). There are two possibilities here,
i.e. Yes or No. Since we are not dealing with continuous variables yet, | have kept these
variables discrete. Let’s create a probability table that will make the scenario clearer.

Yes No
Smoking 3/10 1/10
Alcohol 3/10 1/10
Neither 1/10 1/10

Probability Table for the above example
Next, | will calculate the value of the marginal probability p(x) for all the possible value of X.

4
p(X = "Smoking") = —

10

4

X = "Alcohol") = —

p( cohol") o
(X = "Neither") = —
p(X = "Neither =10

Marginal Probability of X
Based on the probability table, we can plug in the value in the conditional entropy formula.



H(Y|X) = p("Smoking”)H(Y| X = "Smoking”) + p("Alcohol”)H(Y|X = "Alcohol”) + p(’Neither”)H(Y|X = "Neither")

= ~16110"% 15) * 108 ()}~ 7otr5°8 (i6) + 75'°¢ (1)} - 10 i o2 5) * 1512 (5o}
= “1ol10 %6\10) T 10" \T0/i " 1010 °6\10/ " 10 °6\10/S " To {10 *®\10/ T 10 °®\10
= 0.4 %0.857 + 0.4 * 0.857 + 0.2 * 0.664

= 0.8184 bits

Conditional Probability in the above example

Relative Entropy

Relative Entropy is somewhat different as it moves on from random variables to
distributions. It is a measure of the distance between two distributions. A more instinctive
way to put it would be: Relative entropy or KL-Divergence, denoted by D(p| | q), is a
measure of the inefficiency of assuming that the distribution is g when the true
distribution is p. It can be defined as:

3 p(x)
D(pllq) = p(x)log 70

xXeX

Relative entropy is always non-negative and can be 0 only if p = g. Although a point to note
here is that it is not a true distance since it is not symmetric in nature. But it is often
considered as a “distance” between distributions.

Lets take an example to solidify this concept! Let X = {0,1} and consider two
distributionspand gon X. Let p(0)=1 —r, p(1) =randlet g(0) =1 — s, g(1) = s. Then,

1—1r r
D(pllg) = (1 —1r)log [1—] + ?‘1095

Relative Entropy for p| |q
I would also like to demonstrate the non-symmetric property, so | will also
calculate D(q| | p).

D(qllp) = (1 —s)]1 [1_S+z °
(qllp) = s)log|——| + slog -

Relative Entropy for q| | p
Ifr=s,D(p||q) =D(qg]||p)=0. But | will take some different values, for instance, r=1/2

and s = 1/4.

1 I-5] 1 _
D(p|lq) = (1 ——) log|—=| + =log 5 = 0.2075 bit
2 172

4
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D(q|lp) = (1 ——) log | —2| + — 0.1887 bit
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As you can see, D(p| |q) # D(q| | p).

Now, since we have discussed the different types of entropies, we can move onto Mutual
Information.

Mutual Information

Mutual Information is a measure of the amount of information that one random variable
contains about another random variable. Alternatively, it can be defined as the reduction
in uncertainty of one variable due to the knowledge of the other. The technical definition
for it would be as follows:

Consider two random variables X and Y with a joint probability mass function p(x, y) and
marginal probability mass functions p(x) and p(y). The mutual information / (X; Y) is the
relative entropy between the joint distribution and the product distribution p(x)p(y).

p(x,y)
[(X;Y)= px,y)log ———
;2 px)p(y)

D(p(x, |lpx)p(y))

Mutual Information
Mutual Information can also be expressed in terms of Entropy. The derivation is quite fun,
but | will refrain myself as it might clutter the article.

I (X;Y)=HX) —HX|Y) = HY) — H(Y|X)

Mutual Information w.r.t. Entropy

From the above equation, we see that mutual information is the reduction in the
uncertainty of X due to the knowledge of Y. There is a Venn diagram perfectly describing the
relationship.



H(X,Y)

H(X|Y) H(Y | X)

H(X) H{Y)

Relationship between Mutual Information and Entropy

Let’s take an example to understand it better. | can use the example of relating Smoking,
Drinking, Neither with having cancer that | used while explaining entropy. We had seen that
the H(Y|X) = 0.8184 bits. To calculate Mutual Information, | require one more

term H(Y). H(Y), in this case, will be:

HY) = — Z p(y)logp(y)

yeY
7.7 3 3
~ 10 7570 " 10 °510
— 0.876

Therefore, Mutual Information is defined by:

I1(X;Y)=H()-H(Y|X)
= 0.876 — 0.8184
= 0.0576

Rassal bir degiskenin belirsizlik 6lcliti olarak bilinen Entropi, bir sireg icin tim ornekler
tarafindan icerilen enformasyonun beklenen degeridir. Enformasyon ise rassal bir olayin
gerceklesmesine iliskin bir bilgi 6l¢iitiidiir. Esit olasihkh durumlar yiksek belirsizligi temsil
eder. Shannon’a gore bir sistemdeki durum degistiginde entropideki degisim kazanilan
enformasyonu tanimlar. Buna gére maksimum belirsizlik durumundaki degisim muhtemelen
maksimum enformasyonu saglayacaktir. Shannon bilgiyi bitlerle temsil ettigi icin logartimayi
iki tabaninda kullanimistir.



1

I(x) =log,
() =log. =

=-log, P(x)

Shannon’a gére entropi, iletilen bir mesajin tasidigi enformasyonun beklenen degeridir.
Shannon Entropisi (H) adiyla anilan terim, tim x; durumlarina ait P(x;) olasiliklarina bagl bir
degerdir.

H(X)=E(I(X) =Y P(x)I(x,) :iP(x}.)logz Pl ~ S Plog, P

1=iz=n (x;' ) i=1

10
Log,(P) = ?Logm(P)

10
HOO = == ) PilogiP,
i=1

10 tabaninda logaritmik ifadeler:
* Logl=0,log2=0.3,Log3=0.477,Log5=0.7, Log 7 = 0.845, Log10=1
e log(a*b)=loga + logb; loga"=n*loga

Ornek:

Bir paranin havaya atilmasi olayi, rassal X surecini temsil etsin. Yazi (1/2) ve tura (1/2) gelme
olasiliklar esit oldugu igin X slirecinin entropisi 1 olan para atma olayi (X) gergeklestiginde 1
bitlik bilgi kazanilacaktir.

H(X)=-2 plog, p, = (0.510g,0.5+0.5log,0.5) =1

i=1

Ornek:

Hava, nem, rlizgar, su sicakhgi gibi degerlere gore piknige gidip gitmeme karari verilmis 4
olay sonucunda piknige gidildi mi? sorusunun iki yaniti var. Evet yanitinin olasiligi: %, hayir
yanitinin olasiligi:1/4.



Olay No Hava Nem Riizgar | Susicakhgl | Piknige gidildi mi?
1 giinesli normal giiclii ik Evet
2 glinesli yiiksek giiclii 1hik Evet
3 yagmurlu yiiksek giiclii 1hik Hayur
4 glinesli yiiksek giiclii soguk Evet

H(X)=-3 p,log, p,

i=1

Entropy(S)=H(x)=-(3/4)log,(3/4)-(1/4)log,(1/4)=0.811

Ornek:

Makine o0Ogrenmesi algoritmasinin olasilik hesaplanmasi sonucunda karar vermesi
gerekmektedir. iki durum s6z konusudur. Birinci durumun olma olasiligl, P1=0.6, olmama
olasigl, P2=0.4 ise entropisini hesaplayiniz.

Log,(0.6) = —0.743

Log,(0.4) = —4/3

Entropi, H(x)=0.6*0.743+0.4*4/3=0.979

Calculation of Mutual Information

Alternatively, | can also use H(X) and H(X|Y) to calculate Mutual Information, and it will yield
the same result. We can see how knowing X means so little for the uncertainty of variable Y.
Let me change the passage of this example and lead you to how it all makes sense in
Machine Learning. Suppose X is a predictor variable and Y is the predicted variable. Mutual
Information between them can be a great precursor to check how useful the feature will be
for predictions. Let us discuss the implications of Information Theory in Machine Learning.

Applications of Information Theory in Machine Learning
There are quite a few applications around, but | will stick with a few popular ones.



Decision Trees

Decision Trees (DTs) are a non-parametric supervised learning method used for
classification and regression. The goal is to create a model that predicts the value of a target
variable by learning simple decision rules inferred from the data features. The core
algorithm used here is called ID3, which was developed by Ross Quinlan. It employs a top-
down greedy search approach and involves partitioning the data into subsets with
homogeneous data. The ID3 algorithms decide the partition by calculating the
homogeneity of the sample using entropy. If the sample is homogenous, entropy is 0, and if
the sample is uniformly divided, it has maximum entropy. But entropy does not have direct
implication on the construction of the trees. The algorithm relies on Information Gain, which
is based on the decrease in entropy after a dataset is split on an attribute. If you think
intuitively, you will see that this is actually Mutual Information that | had mentioned above.
Mutual Information decreases the uncertainty of one variable given the value of the other.
In DT, we calculate the entropy of the predicted variable. Then, the dataset is split based on
entropy, and the entropy of the resultant variable is subtracted from the previous entropy
value. This is Information Gain and, obviously, Mutual Information in play.

Cross-Entropy

Cross entropy is a concept very similar to Relative Entropy. Relative entropy is when a
random variable compares true distribution p with how the approximated

distribution g differs from p at each sample point (divergence or difference). Whereas cross-
entropy directly compares true distribution p with approximated distribution g. Now, cross-
entropy is a term heavily used in the field of deep learning. It is used as a loss function that
measures the performance of a classification model whose output is a probability value
between 0 and 1. Cross-entropy loss increases as the predicted probability diverge from the
actual label.



KL-Divergence

K-L Divergence or Relative Entropy is also a topic embedded in the deep learning literature,
specifically in VAE. Variational Autoencoders take in input in the form of Gaussian
Distributions rather than discrete data points. It is optimal for the distributions of the VAE to
be regularized to increase the amount of overlap within the latent space. K-L divergence
measures this and is added to the loss function.

K-L Divergence is also used in t-SNE. tSNE is a dimensionality reduction technique that is
mainly used to visualize data in high dimensions. It converts similarities between data points
to joint probabilities and tries to minimize the Kullback-Leibler divergence between the
joint probabilities of the low-dimensional embedding and the high-dimensional data.
Calculating imbalance in target class distribution

Entropy can be used to calculate target class imbalances. If we consider the predicted
feature as a random variable with two classes, a balanced set (50/50 split) should have the
maximum entropy as we saw in the case of the coin toss. But if the split is skewed and one
class has a 90% prevalence, then there’s lesser knowledge to be gained, hence a lower
entropy. Implementing the chain rule for calculating entropy, we can check whether a
multiclass target variable is balanced in a single quantified value, albeit an average that
masks the individual probabilities.



11. Robotigin Arkasindaki Matematik

Robotik arastirmalari katlanarak artiyor ve yeni bir endistriyel devrime isaret ediyor. Bugiin
diinya ¢apinda bir milyonun Uzerinde robot ¢alisiyor ve bu sayl zamanla artiyor.

Bugtin, insan zekasi, fiziksel yetenek, algi ve davranisla karsilastirilabilir ve hatta 6tesinde
beyin glicline sahip bircok robotumuz var. Ve bilgisayar destekli cerrahi gibi bazi alanlarda,
bu akilli makineler insan yeteneklerini bile asabilir.

Tehlikeli maddelerin tasinmasindan bilesenlerin kaynaklanmasina, musteriler igin belgelerin
dosyalanmasi veya halilarin stiptrilmesi gibi idari gorevlerin yerine getirilmesine kadar,
Robotlar toplumda bircok 6nemli rol oynamaktadir.

Ama onlara tim dahice seyleri yaptiran nedir? Matematik, mihendislik ve fizigin cesitli
yonleri sihrin gergeklesmesini saglar.

Robotlar Diinyaya Ne Zaman Tanitildi?

Robotik calismalari, en eski matematiksel calismalar kadar eskidir. “Robot” kelimesi, 1920
yilinda Cek yazar Karel ACEapek'in “Rossum’un Evrensel Robotlari” adli oyunuyla diinyaya
tanitilmistir.

18. ylizyilda, Leonardo da Vinci uzuvlarini hareket ettirebilen, biikilebilen ve oturabilen
programlanabilir bir robot tasarladi. 19. yiizyil, Charles Babbage (ingiliz matematikgi ve
programlanabilir bilgisayarin mucidi) ve Ada Lovelace'in (Babbage'in analitik motoru igin
programlar yaratti) calismalariyla robotige 6nemli katkilar getirdi.

20. ylizyilda Norbert Wiener, Alan Turing, John von Neumann ve Claude Shannon, robotik
inovasyonunda bir patlamaya yol acti.

Artik Robot Teknolojisi endiistride yaygin olarak kullanilmaktadir. Bir odada kendi yolunu
bulabilen, 15181, kokulari algilayabilen, uzanip tutabilen, bir seyleri ve hatta ifadeleri 6grenip
taniyabilen, insan beynini taklit edebilen ve ¢cok daha fazlasini yapabilen Mobil robotik,
endustriyel robotik, saha robotigi ve gelismis robotiklerimiz var..

Robotik Sistem Nedir?

Matematiksel agidan robotik sistem, ¢coklu alt sistemlerdeki fonksiyonlarla temsil edilen
karmasik bir sistemdir. Algi ve eylem arasindaki akilli baglantidir ve hareketlilik 6zelliklerine
gore siniflandirilir. Matematiksel kavramlar ne kadar zorsa, robotik bir sistemde o kadar
fazla esneklik ortaya cikar.



Robot modelleme, planlama ve Kontrolde matematigin uygulanmasi

Robotik okumak isteyenler matematigi anlamak icin ellerinden geleni yapmalidir ¢linki
robotik arastirmalarinda bir zorunluluktur. Dogru boyuttaki pargalari bulmak, gorevleri
gerceklestirmek icin gereken olglimleri yapmak, performansi test etmek veya hiz ve gli¢ veya
tekerlek capi ve kat edilen mesafe arasindaki kaliplari ve iliskileri tespit etmek icin bazi temel
matematiksel kavramlari anlamaniz gerekir.

Robot modelleme, planlama ve Kontrolde matematigin uygulanmasi

Robotikte matematigi anlamak arastirmalarinda bir zorunluluktur. Dogru boyuttaki pargalari
bulmak, gorevleri gerceklestirmek icin gereken dlgiimleri yapmak, performansi test etmek
veya hiz ve giic veya tekerlek capi ve kat edilen mesafe arasindaki kaliplari ve iliskileri tespit
etmek igin bazi temel matematiksel kavramlari anlamaniz gerekir.

Robotik igin temel matematik énkosullari sunlardir:

] Matematik

J Adi diferansiyel denklemler
J Gelismis Lineer cebir

o Geometri

J Sayisal analiz

iste bir robotun tiim islemleri verimli bir sekilde gerceklestirmesine yardimci olan
matematiksel kavramlarin bazi yonleri.

Doniisiim Matrisleri, Robotikte Koordinat Sistemlerini Degistirmeye yardimci olur.

H

Belirli bir eylemi gerceklestirmek icin robot koordinat sistemini degistirir. Bu nedenle robotik
problemlerin birden fazla koordinat sistemi vardir. Yukarida gosterilen resimde, bagh (g
koordinat sistemi vardir; robotun tabani B, eli H ve robotun tutmasi gereken parga P.
Sistemler, B tabanini, H elini veya P parcasini hareket ettirirseniz, ilgili koordinat
sistemlerinin onunla birlikte hareket etmesi anlaminda birbirine baghdir.

Koordinat sistemi P, silindir (izerindeki noktalari bulur.

Koordinat sistemi B, elin konumunu tanimlar.



Koordinat sistemi H elden olan mesafeyi dlcer.
Ana odak noktasi, elin parcayi kavramak icin dogru sekilde hareket etmesi igin robotun eline
H gore P pargasinin konumunu ve yonini belirlemektir.

Bunu hesaplamak icin elin tabana gore pozisyonunu ve yoninia bilmek hayati 6nem tasir,
bdylece el pargayl kavramak icin dogru bir sekilde yonlendirilir.

Bu durumda, ikinci koordinat sisteminin P'nin birinci koordinat sistemine H gére konumunu
ve yonlinu aciklamak icin bir doniisim matrisi kullanilabilir.

Bir donlisiim matrisi disiinlin,

D -1 0!-4
1 0 DEE
0 0 112
e -

7=l0 0 0}1]

Bu donistm matrisi, birinci koordinat sistemine H goére ikinci bir koordinat sisteminin P
yonini ve konumunu tanimlamak icin kullanilabilir. T matrisi, birinci koordinat sisteminin
birim vektorlerinin ug noktalarina ve orijinine uygulanir,

Birim vektorler i=1, j=1 ve k=1'dir,

ilk koordinat sisteminin i, j ve k birim vektérleri ve orijinli déniisim matrisi su sekilde temsil
edilir:

0! 1110 !0
0O+ 01110
l l l
0101011
ERERERE
T T T 7

unit  unit  umit
oHigin wector wector weaotor
i i k
ikinci koordinat sisteminin birim vektérlerinin (i, j', k') baslangic ve bitis noktalarini elde
etmek icin donlisim matrisi T'yi birinci koordinat sistemiyle carpin.



0 -1 0!-4[Jo 1o a] [4l-41-5!-4
10 0150101110 50601513
000 112|000 2120203
000 0! 1f[ 111 11! 1 NEEEEE
T T 1T 1T 71 T 1T T 71
transformation umit  wmut  wmt umit  wmt unat
matrix ongn vector wvector vector ongin wvector wector vector
i i k i i K
T * {first coordinate system) = {second coordinate system)

X

Resim, P noktasinin ikinci koordinat sisteminde (x' = 2, y' =1, z' = 1) ve birinci koordinat
sisteminde (x =-5, y = 7, z = 3) konumunda oldugunu gostermektedir.

Robotun Elinin bir parga aldigini diisiinelim.
Parcaya ilistirilen koordinat sistemi, P, koordinat sistemleri diinyasina gére konumlandirilir,
buna W diyelim ve donisliim matrisi ile gésterilir,

0 1 0! -1
00 -1 2
pr= :
10 010
0 0 011

Robotun tabani, B, diinya koordinat sistemlerine gére konumlandirilirken, donlisim matrisi
ile gosterilir,



1 0 0'1
001 015
WTB= :
000 119
000 01

Parcayl kavramak icin el cercevesi ve parca cercgevesi hizalanmalidir ve amacg hizalamayi
temsil eden doniisim matrisini bulmaktir.

Doniisiim matrisini bulalim.

Parcayi tutarken bir robotun hareketini gosteren sekle bakin. Robotun eli P parcasini
kavradiginda, bot cerceveleri hizalanir, yani,

WTH _ WTP

Simdi, W diinyasindan taban B'ye doniisiimiin ve B tabanindan H ele dontsiimiin, W
diinyasindan ele, H'ye tek bir dontisiimde birlestirilebilecegini distnilin. Temsil edilmesi
durumunda,

wTH — wTB BTH

Putting the known matrices,

o 1 0i-1 [t 0 01
00 -112| |01 015
I = I }{BTH
-1 0 00| (00 18
(0 0 01 1) |00 011



Tabandan ele donisiim icin bu matris denkleminin ¢oziilmesi su sekilde ifade edilir:

10 011 01 0;-1
01 015 00 -1 2

| = | =BTH
00 1.9 -1 0 010
00 011 00 011
Or,
1 0o o0i1-1] [o 1 0i-1
01 01-5] |0 0 -112

1 H 1 —BTH
00 1i-3] |-1 0o 0}o0
00 0r1] [0 0 011

(01 0 4-2
0 0 -11-3
| _BTH
-1 0 0}-9
0 0 011

3x3 alt matrisinin ¢ sitununun, robotun temel koordinat sistemine gore el koordinat
sisteminin yonind temsil ettigini unutmayin. Son siitun, taban koordinat sisteminin orijini ile
ilgili el koordinat sisteminin orijinini gdsterirken.

Bir dizi adi diferansiyel denklemle Robotik Képegi kontrol etmek icin bir cerceve

Dogrusal olmayan dinamik sistemler, dortli veya bacakli robotlarda hareketi kontrol etmek
icin yaratici olanaklar saglar. Dogrusal olmayan dinamik sistem, canlilarin sinirsel yapisi ile
benzerligi temsil eder. Dinamik bir sistemin kendisi, birbiriyle ve robotun akttatorleri ve
sensorleri ile baglantili coklu sistemlerin bir koleksiyonu olsa da, bu dinamik sistem
koleksiyonunu bir beyindeki néronlar toplulugu olarak distnebilirsiniz.

Beyin bir duyusal girdiye sahip oldugunda, sinyal kaliplari tGretir. Bu yaklasimi takiben,
hayvanlarin sinir agi elde edilebilir ve 6grenme yetenekleri ve uyarlanabilir hareket iceren
hayvan benzeri robotun (bu durumda Robotik Képek) davranisini bilmek faydalidir.

Robotik kdpegi kontrol etmek icin, bir dizi dinamik sistemle bir cerceve olusturalim. Robotik
K6pegin bacaklarini ylirimeden ve yere degdirmeden hareket ettirelim.



Bunu yapmak icin Robotik kopegi dikdortgen bir kutuya koyun, boylece bacaklar asagidaki
resimde gosterildigi gibi yere degmeden serbestce hareket eder.

Amag, iki bacagin hareketinin senkronizasyonunu saglamaktir ve yalnizca bir bacakta insan
tarafindan yiritilen hareketin frekansi, diger bacaktaki ACPO tarafindan tahrik edilen
gercek frekansa yeterince yakinsa elde edilebilir. Bu senaryo, Robotik Kopegin bir
diferansiyel sistem tarafindan kontrol edildigini gosterir, ¢linki bir insan kullanici robotik
kopegin salinan bir bacagini kontrol ettiginde, bir pertlirbasyon girdisi verir.

Consider,

x = the position of the left front leg which is controlled by ACPO
X" = the position of the right front leg

y = the position of the left back leg

y" = the position of the right back leg

k=the coupling constant

The oscillator is represented as,

. _U'( —— — 1|z —yw
[ u| ‘| o ViR o T } _j. [ P ]
+ rw

1 ( 0
g e 1 Iy
V2
Where:

e pis the right fore leg’s position input;

e parameters: — g = 10 is the oscillator’s gain;
—r0 =1 is the oscillator’s radius;
—w = 2mtis the oscillator’s intrinsic frequency.

The trails are made with different values of k and the higher the value of k, the stronger the
coupling between the legs. At certain value of k, the coupling will be chaotic. Here are the
graphs that show synchronization of legs at different values of coupling constant k, In this
graph, For k = 0, no synchronization is observed.



ACPO output and perturbation input compared, k=0
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For a run with k = 2 the best synchronization after a few seconds is being observed as shown
in the graph below,

ACPO output and perturbation input compared, k=2
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Matematik, robotik modelleme, planlama ve yiriitmede dnemli bir rol oynar. Robotik bilim
adamlari, bu karmasik denklemlerle nasil basa cikacaklarini biliyorlar ve ylizyilin daha
gelismis ve islevsel Robotiklerini yaratmak igin bir yazilim gergevesi olusturuyorlar.
Ekonomide en fazla blylimeye sahip olmak igin robotikte arastirma ve gelistirmeye yatirim
yapmak ¢ok énemlidir, ¢linkii bundan 10 ila 15 yil sonra diinyanin tamamen Robotik olacagi
ve bu akilli makineler arasinda kendinizin oturdugunu géreceksiniz.



12. Mihendislikte sistemlerin matematiksel modellenmesi

Gelisen kiresel pazarlar, benzeri goriilmemis teknolojik yetenekler, artan tiketici
beklentileri ve surekli degisen sosyal gereksinimler, genellikle geleneksel mihendislik
paradigmasinin Otesine geg¢en zorlu tasarim zorluklari ortaya cikardik¢a, muhendislik
sistemlerinin kapsami ve karmasikligi strekli artmaktadir. Bu zorluklar, mihendislerin ve
teknik yoneticilerin teknolojik sistemleri daha blyldk bir bitinln parcasi olarak ele
almalarini gerektirmektedir. Mevcut sistem modelleme gergevelerinin kapsami, miihendislik
sistemleri hakkindaki bilgileri temsil etme konusunda sinirlidir. Miihendislik sistemleri igin
kavramsal bir cerceve ve gelistirilmis bir modelleme gercevesinin sunulmasi, mihendislere
ve yOneticilere bilgiyi gorsel olarak diizenlemek ve soylemi daha iyi sistem mihendisligini
kolaylastiracak sekilde yapilandirmak icin gelistirilmis bir ara¢ saglamasidir. Bir miihendislik
sistemi icin agik ve 0zli bir gerceve saglayarak mevcut literatirli zenginlegtirir ve
miihendislerin sistem mihendisligi verilerinin daha iyi toplanmasina, depolanmasina,
islenmesine ve analizine izin verecek sekilde sistem bilgilerini etiketlemesi ve diizenlemesi
icin bir metodoloji saglar.



